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Introduccion

La utilizacion de figuras (su analisis e inter-
pretacion) es uno de los puntos clave para
introducir a los alumnos en el mundo de la
geometria, pero también es lugar de pro-
fundos equivocos didacticos.

En efecto, la organizacion de los obje-
tivos de ensefanza, desde la primaria, da
prioridad a las rectas, a sus relaciones, a sus
propiedades. El trabajo sobre figuras de
base (triangulo, cuadrado...) se hace en fun-
cion de las rectas. Esto conduce a valorar las
figuras “un D" (1D)" o las configuraciones de
figuras 1D (rectas paralelas, rectas perpen-
diculares) mas que las figuras 2D, o al menos
a considerarlas de igual valor.

Ese orden de introduccién de los cono-
cimientos choca con la manera como se
interpretan y se perciben las figuras fuera de
las matemadticas. Aquello que se reconoce
como una forma 2D, no se descompone
perceptivamente en una red de formas
1D. En otras palabras, existe una priori-
dad cognitiva de las figuras 2D sobre las
figuras 1D. Y ni hablar de los puntos, que
s6lo se ven si son vértices de poligonos, o se
marcan de manera explicita. En otras pala-
bras, la deconstruccion dimensional de las
formas que requiere la introduccion de los

1 Asumimos aqui las anotaciones clasicas 1D, 2D,
3D en las que D es una abreviacion de la palabra
dimensién, abreviacion que también se utiliza
para las imagenes -se dice por ejemplo “imagen
en 3D" No es superfluo recordar que las primeras
definiciones que da Euclides de una linea o de una
superficie son una descripcion de la deconstruccion
dimensional de las figuras: “los limites de una superficie
son lineas” (definicion seis). “una figura es lo que estd
contenido por algunos limites” (definicién 14). Euclides
coloca la deconstrucciéon dimensional de las figuras
al comienzo de la geometria, como el umbral que
hay que atravesar para entrar en la construccion o
el descubrimiento de conocimientos geométricos.
Esto le parece tan evidente que no se detiene alli.
¢Sucede lo mismo con los alumnos jévenes?

conocimientos geométricos va en contra de
los procesos espontaneos de identificacion
visual de las formas.

Este conflicto entre la practica geomé-
trica de las figuras y el modo cognitivo de su
reconocimiento implica un problema difi-
cil y decisivo para la ensefianza de la geo-
metria: ;Cémo hacer para que los alumnos
cambien la mirada sobre las figuras? ;Cémo
hacerlos pasar de una mirada centrada en
las superficies y sus contornos a una mirada
que hace aparecer la red de rectas y de
puntos subyacente a las diferentes figuras
estudiadas en la escuela? Este paso exige
un desarrollo de las capacidades de andlisis
visual de las figuras. Sin esta transformacién
de la manera espontdnea y predominante
de ver, todas las formulaciones de propie-
dades geométricas corren el riesgo de ser
formulaciones vacias.

Podremos causar sorpresa -e incluso
indignacion- afirmando no solamente que
tal paso exige un trabajo de varios afos,
sino sobre todo que los tipos de actividades
que se proponen habitualmente en relacién
con las figuras no permiten para nada que
los alumnos cambien su manera de ver. Los
tipos de actividad mas corrientes concier-
nen a la reproduccién o la construccién de
figuras en 1D. Pero en esas actividades no se
le presta suficiente atencion a las restriccio-
nes especificas de analisis visual que cada
tipo de instrumento impone. Por ejemplo, la
reproduccién no constituye un sélo tipo de
tarea, sino que hay tantos tipos de tareas de
reproduccién como tipos de instrumentos
utilizados. La variacién de los instrumentos
es una variable didactica esencial, que los
estudios consagrados al andlisis de las figu-
ras no toman en cuenta (Bouleau 2001).

El problema que vamos a estudiar en
este articulo es el de la relacion con las figu-
ras en la ensefanza de la geometria y el



TEA Tecné, Episteme y Didaxis

No. 27 « Primer semestre de 2010 « pp.108-129

de los medios para hacerla evolucionar. Lo
haremos abordando tres preguntas:

« ;Como analizar unafigura para ser capazde
ver lo que hay que ver geométricamente?

«  (Quétipos de tareay qué figuras para esas
tareas son necesarias para hacer cambiar
la manera de ver de los alumnos?

« ;Cémo organizar actividades centradas
en el analisis de las figuras?

Ver una figura y analizarla

Tres caminos diferentes

para analizar una figura

El andlisis de una figura puede hacerse
desde tres caminos diferentes. El primero es
evidentemente el de la percepcién: el anali-
sis se hace en funcién de las formas (o uni-
dades figurales) que se reconocen y de las
propiedades visuales de esas formas.

Los otros dos son los que la ensefanza
de la geometria trata de desarrollar. Por una
parte, estd el conocimiento de las propie-
dades geométricas que deben movilizarse
en funcion de hipotesis dadas: para analizar
una figura, deben utilizarse las propiedades
geométricas y no las formas visualmente
reconocidas. Por otra parte, estan los dife-
rentes instrumentos que pueden utilizarse
para reproducir o para construir una figura:
el analisis de la figura depende de los proce-
dimientos de reproducciéon o de construc-
cién que el instrumento impone.

Vamos a presentar brevemente cada
uno de esos tres caminos, insistiendo par-
ticularmente en el analisis instrumental.
En efecto, al jugar con la variable que ofre-
cen los instrumentos en una situacién de
reproduccién, se invertird en los alumnos la

predominancia fuerte y durable de un ana-
lisis perceptivo con respecto a un andlisis
geométrico de figuras. Por ejemplo, hay ins-
trumentos que hacen analizar una figura en
términos de unidades 2D y otros en térmi-
nos de unidades 1D. Las tareas de reproduc-
cién seran radicalmente diferentes segun el
tipo de instrumentos escogidos.

En funcién de las formas (o unidades figu-
rales) que se reconocen y de las propiedades
visuales de esas formas

Las formas 2D corresponden a contor-
nos cerrados. Podemos entonces distinguir
en una figura tantas formas 2D como con-
tornos cerrados haya. Pero en realidad, las
cosas no son tan simples, pues en una figura
pueden verse ...

... tantas formas como contornos cerra-
dos hay. En este caso se hablaré de “ensam-
blaje por yuxtaposicion”

... menos formas que contornos cerrados
hay. En este caso se hablard de “ensamblaje
por superposicion”.

Ensamblaje por yuxtaposicion
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Ensamblaje por superposicion

Figura 1: Dos tipos de ensamblaje figural de
formas 2D.

Vemos entonces la diferencia entre
un ensamblaje por yuxtaposicién y de
un ensamblaje por superposiciéon. En un
ensamblaje por superposiciéon, hay una
reduccion importante de las formas efec-
tivamente reconocidas. El primer interés
didactico de esta distincién para la eleccién
de las figuras sobre las que se hara trabajar a
los alumnos es el siguiente: los ensamblajes
por superposiciéon privilegian visualmente
la prolongacién de los trazados reconocidos
como pertenecientes a una forma y no a
otra. Como lo veremos mas adelante, la acti-
vidad de prolongacion de trazados juega un
papel esencial en el paso de las superficies a
las lineas. En el ejemplo anterior, las dos for-
mas superpuestas fueron trazadas indepen-
dientemente una de la otra, lo que impide
saber si el cuadrado estd encima o debajo
del rectdngulo; corresponde a la superposi-
cién de dos formas transparentes. Pero des-
pués de hacer la eleccién, pueden borrarse
algunos trazos.

Esta distincion necesita precisiones
importantes. Por ejemplo, nada impide ver
la figura de la izquierda como un ensam-
blaje por superposicion: los dos “brazos”
como una sola y misma forma rectangular
y el contorno de la “cabeza” como prolon-
gacion de las “piernas”. En este ejemplo, es

solo el caracter “figurativo” de la figura, el que
constituye el obstaculo para ese cambio de
mirada: parece en su totalidad la silueta de un
muneco y cada parte de la figura, yuxtapuesta
a las otras partes, se parece a una parte del
cuerpo. Esta figura es fuertemente iconica en
el sentido de Pierce. Entonces sélo una activi-
dad grafica de prolongacion de trazados dara
a esta figura su caracter geométrico y borrara
su fuerte iconicidad o su figuratividad.

Por el contrario, hay una resistencia
perceptiva intrinseca a ver la figura de la
derecha (figura 1) como un ensamblaje
por yuxtaposicién, por ejemplo como un
ensamblaje de tres formas de tipos dife-
rentes: tridngulos, pentdgonos céncavos y
hexagonos convexos.

De hecho, para pasar de un ensamblaje
por superposicidon a un ensamblaje por yux-
taposicion como en la siguiente figura de la
derecha (figura 2), en general es insuficiente
una actividad grafica. Por eso es indispen-
sable el recurso al coloreado, o a piezas
materiales de rompecabezas que se pueden
desplazar y ajustar unas a las otras. En otras
palabras, hay que abandonar la actividad
grafica y cambiarla por manipulaciones fisi-
cas de moldes o por color.

La prolongacién de los trazos invierte un
ensamblaje por yuxtaposicién en un ensam-
blaje por superposiciéon
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La descomposicion en tantas formas como
contornos cerrados transforma un ensam-
blaje por superposicién en un ensamblaje
por yuxtaposiciéon

Figura 2: Cambio de mirada e inversién del
tipo de ensamblaje.

Vemos entonces la ambivalencia ges-
taltista de toda figura plana cuando se
distinguen por lo menos dos contornos
cerrados (dos unidades figurales 2D).
Esta ambivalencia se debe al hecho de que
puede ser vista como un ensamblaje por
yuxtaposicion o como un ensamblaje por
superposicion. Pero cuando una de esas dos
miradas se impone -lo que a menudo sucede a
primera vista- realizar el cambio requiere una
actividad grdfica de prolongacién de trazos o
una actividad de manipulacion y desplaza-
miento de moldes.

Sea como sea, en ambos casos, la
mirada solo identifica las formas 2D, las
superficies, que corresponden a los con-
tornos cerrados, y no las formas 1D que
son los bordes o separaciones, puntos
extremos de las formas 2D.

Esto condiciona el primer trabajo de la
ensenanza: hacer pasar de un andlisis visual
de las figuras en términos de ensambla-
jes de superficies (formas 2D) a un analisis
visual en términos de ensamblajes de lineas
(formas 1D).

En funcion de las hipétesis dadas y del
conocimiento que se tiene de las propiedades
geométricas

Lo que se entiende generalmente por
“figura” es la superposicién de marcas dis-
cursivas (hipotesis, codificaciones) -que
daran propiedades geométricas- a la repre-
sentacién de una forma simple 2D o de un
ensamblaje de formas 2D. Naturalmente, se
supone que las propiedades geométricas
van a dirigir el analisis de la representacion
visual, que siempre es particular y modi-
ficable. En otras palabras, se espera que la
representacion visual se subordine cogniti-
vamente a las informaciones geométricas
que se les superponen.

Generalmente, cuando se habla de “figura’,
se piensa que no se puede hacer nada con
una forma visual como la de abajo

pero

Que son necesarias por lo menos informa-
ciones como, por ejemplo las que estan
aqui abajo
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5cm

7cm

Figura 3. Las dos caras de una figura en
geometria.

Es esta subordinaciéon cognitiva de la
forma visual a las informaciones dadas o
codificadas la que constituye un verdadero
obstaculo para entrar en la geometria. En
efecto, para que tal superposicién funcione
y funcione como un todo en el que las pro-
piedades geométricas prevalecen sobre
las evidencias visuales, es necesaria una
condiciéon cognitiva. Hay que ser capaz de
reorganizar la percepcion de las formas
2D, es decir una percepcién centrada en
los contornos cerrados, en la percepcién
de un conjunto de unidades visuales 1D,
pues las propiedades geométricas se
refieren esencialmente a relaciones entre
esas unidades 1D. Eso quiere decir que ana-
lizar una figura en funcién del conocimiento
que se tiene de las propiedades geométricas
supone la deconstruccién dimensional de
las representaciones visuales que se quieren
articular con las propiedades geométricas.
Lo cual plantea la siguiente pregunta: ;ese
cambio de mirada que es la deconstruccién
dimensional de las formas, y que se requiere
en geometria y solamente en geometria,
puede realizarse sin movilizar conocimien-
tos geométricos?

Para comprender mejor esta pregunta,
podemos volver a la columna de laizquierda
en la tabla anterior (figura 3) y preguntarnos
si es posible un andlisis que no sea sola-
mente visual y que no sea guiado por cono-
cimientos geométricos. Vemos en seguida

que el recurso de instrumentos para cons-
truir o para reproducir la forma rectangular
ofrece un medio independiente de analisis.

En funcion de los instrumentos de los que
se dispone para reproducir o para construir

Aqui el abanico de posibilidades no sola-
mente es muy amplio, sino también muy
heterogéneo.

Podemos distinguir por lo menos tres
tipos (sin tener en cuenta los software de
construcciéon) como lo indica la siguiente
tabla. (Ver Figura 4).

Hay dos diferencias considerables entre
los instrumentos que permiten manipula-
ciones materiales y los instrumentos que
permiten un trazado gréfico.

Los primeros permiten voltear las pie-
zas, ajustarlas dos a dos para ensamblar-
las. Esas operaciones no son posibles con los
instrumentos de trazado, principalmente
los de tipo I1.2. Pasar de los primeros a los
segundos constituye un salto cognitivo
considerable. En efecto, se pasa de un
mundo en el que el espacio se organiza en
funcién de los gestos del cuerpo y de su
orientacion, a un mundo en el que el espa-
cio se determina en funcién de los gestos
Unicamente técnicos, es decir determina-
dos por las posibilidades productivas de
un instrumento.

Si sélo se producen trazos rectilineos o
curvilineos (formas 1D), las herramientas
de trazado permiten el ensamblaje por
superposicion de formas 2D. Pero surge
entonces un problema que no existe
cuando uno se contenta con manipular
piezas de rompecabezas: el de la separa-
cion de las formas. Es verdad que se pue-
den superponer piezas apilandolas, pero
esto no conduce a ninguna funcion visual
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INSTRUMENTOS

/\

I. Que permiten manipulaciones Il. Que permiten operaciones
de OBJETOS MATERIALES DE TRAZADO GRAFICO
I.1. Que I.2. Que 1.1.Que ¢ I.2. Que producen
producen producen producen I formas 1D
formas 2D formas 1D formas 2D : /\
I
1 Sin Con
:transferencia transferencia
, de medida de medida
I /\
|
: Sin medida  Con medida
' Voo
 / \ 4 v |
Piezas de Pitillos Plantillas, : Reglano Compas, Regla
rompecabezas, moldes |, graduada, molde de graduada
tangrames, (escuadra) 1 escuadra longitud
plegado de !
papel, ... 6

Instrumentos de manipulacién libre pues
su utilizacién en 3D responde a restriccio-
nes perceptivas y permite el paso de 2D
alD

Instrumentos que exigen una manipula-
cién “fina” pues su utilizacion depende de
restricciones de instruccion que implican el
pasodeODa 1D

Figura 4. Clasificacion de los instrumentos de construccion o de produccion de formas.

de las piezas superpuestas, como en una
figura producida graficamente. Al cambiar
de un tipo de instrumento a otro, ya no se
juega el mismo juego. Con las operacio-
nes de trazado con ayuda de instrumentos
[l.2 se entra en el modo de la representa-
cion grafica que impone restricciones de
reduccién de representaciéon, pero que
también abre posibilidades cognitivas
nuevas para la exploracién geométrica.

La importancia de los
instrumentos escogidos para
las situaciones de reproduccion
en los primeros aprendizajes
de la geometria

En general, en una actividad de reproduc-
cién no se le da importancia a la seleccién
del instrumento. Sin embargo, las tareas
de reproduccion pueden ser radicalmente
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diferentes (tanto desde un punto de vista
cognitivo como desde un punto de vista
geométrico) segun el tipo de instrumentos
que se dan para reproducir una figura.

Reproducir un cuadrado con regla y
compas o solamente con una parte de un
molde de ese mismo cuadrado conduce a
analisis completamente diferentes; las ope-
raciones instrumentalmente posibles no
seran en absoluto las mismas.

Instrumento: Molde roto

Etapa 1

Etapa 2

Etapa 3

Etapa 4

Figura 5. Reproduccién de un cuadrado.

Este ejemplo muestra que lo importante
no es la tarea de reproduccién sino el tipo de
instrumento escogido para la reproduccion.

La diversidad de los instrumentos que
pueden utilizarse en la ensefanza, de la
cual podemos darnos una idea con la clasi-
ficacion presentada anteriormente (figura
cuatro), conduce a plantear cuatro pregun-
tas principales.

«  ;Cudles instrumentos utilizar y en qué
orden utilizarlos en la organizaciéon de
secuencias de actividades? Por ejemplo,

la regla no deberia ser el primer instru-
mento que se usa pues produce unida-
des visuales 1D.

« ;Laconstruccion de un tipo de figura debe
estar asociado a la utilizacién de un ins-
trumento especifico o por el contrario es
necesario poder construir una figura con
instrumentos totalmente diferentes?

« ¢Para efectuar transferencias de longi-
tud, hay que utilizar instrumentos que
permitan medidas fisicas? Esta pregunta
se plantea porque la utilizacién de ins-
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trumentos que permiten medidas fisicas
conduce a neutralizar el aspecto visual
de las figuras, focalizando la atencién
directamente sobre nimeros y célculos
y por lo tanto a desviarse de las propie-
dades geométricas. Los procedimientos
numéricos se sustituyen a los procedi-
mientos geométricos.

« iComo los instrumentos conducen a
aislar visualmente ya sea a formas 2D
o formas 1D, como una seleccion de
instrumentos puede hacer pasar a los
alumnos de una visién perceptiva 2D a
esta vision en 1D que se requiere para la
identificacién de propiedades geomé-
tricas? Es la seleccion del instrumento
combinado con la seleccion de la figura
la que crea la situacién que permite a los
alumnos hacer ese paso. Esta pregunta
no es separable de otra: ;“sobre qué tipo
de figura hacer trabajar a los alumnos?”

Para que una secuencia de actividades de
reproduccién, organizada en funcién de una
variacién de instrumentos, pueda conducir
a los alumnos a cambiar progresivamente
su mirada, las figuras que se reproducen
deben responder a cuatro criterios:

. Las figuras propuestas deben ser
ensamblajes de formas y no solamente
una “figura usual”’, es decir la forma
tipica de un poligono geométrica-
mente notable (tridngulo, cuadrado,
rectangulo...). Estos ensamblajes de
formas pueden hacerse por yuxtaposi-
cién o por superposicion.

« Estos ensamblajes deben respetar ali-
neamientos, pues el respeto de los
alineamientos es importante para
favorecer la actividad de prolongacién
de los trazados que es esencial para
aprender a pasar de las superficies a
las lineas en el analisis de las figuras.

Por ejemplo, los alumnos podran pasar
progresivamente de un andlisis de las
figuras como ensamblajes de super-
ficies a un analisis como ensamblajes
de lineas. Estos ensamblajes pueden
también estar determinados por rela-
ciones métricas.

« Laseleccion de una figura, es decir de un
ensamblaje que puede ser analizado
como ensamblaje de superficies o como
ensamblaje de lineas, no puede separarse
del tipo de instrumento que se le asocia en
la actividad que se propone a los alumnos:
reproducirla, restablecerla...

« Laposibilidad de un control por super-
posiciéon de la igualdad de esas dos
figuras es importante para darle sen-
tido a toda actividad de reproduccién
de figura.

El trabajo sobre figuras que representan
objetos geométricos simples (recta, cua-
drado, triangulo) no permite que los alum-
nos entren en el juego de visualizacion
matematica. Pero casi siempre, el trabajo
para los alumnos entre 5y 11 afos se res-
tringe a la identificacion de tales figuras, lo
que reduce el aprendizaje a la adquisicién
de un vocabulario.

Coémo modificar la mirada de los
alumnos sobre una figura jugando
con los instrumentos que se utilizan

Los instrumentos que se emplean para
reproducir una figura dada dirigen la
manera de mirar.

Vemos que algunos instrumentos (mol-
des, plantillas) conservan la prioridad per-
ceptiva 2D, mientras que otros sélo pueden
utilizarse si uno es capaz de sustituir a esta
percepcion dominante la visualizaciéon de
una red de formas 1D (regla, compas). Las
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tareas de reproduccion van a ser radical-
mente diferentes si se utilizan instrumentos
que producen formas 1D o formas 2D. Por
es0 surge una pregunta mas practica para
la organizacion de las actividades: jcomo, a
partir de instrumentos que permiten repro-
ducir formas 2D, preparar a los alumnos a la
deconstruccion dimensional de las formas
2D, sin la cual la utilizacion de instrumentos
que producen formas 1D corre el riesgo de
permanecer ciega?

Para poner en evidencia el rol de esta
variable didactica que es la variacién de los
instrumentos, vamos a tomar como ejemplo
una figura simple -un tridngulo- y no una
figura que aparece como un ensamblaje de
formas como lo exigiria el primer criterio
indicado anteriormente. Volveremos mas
adelante a la otra variable, la seleccion de
las figuras.

Ejemplos de reproduccion de un
triangulo sin los instrumentos
convencionales de geometria

Construir o reproducir una figura simple
significa aqui trazar el contorno cerrado
de la forma simple; el instrumento sirve
para guiar el lapiz. Para evaluar la calidad
de la reproduccién, se recurre al principio
de superposicion del modelo y de su rea-
lizacion.Vamos a presentar ejemplos muy
diferentes de reproduccién de un trian-
gulo, utilizando por lo menos un instru-
mento productor de formas 2D: plantillas
rotas. Esas herramientas de dos dimensio-
nes pueden a priori utilizarse simultadnea-
mente o no, pero la utilizacién, de una sola
herramienta a la vez, obliga a una decons-
truccién 1D de la figura a reproducir (lo que
se ve en el ejemplo tres, comparandola
con el ejemplo dos).

Los cinco ejemplos siguientes varian en
tres aspectos:

« Los instrumentos utilizados son o no
independientes de la figura a reproducir.

«  El'nimero de herramientas disponibles en
un momento dado (molde o plantilla).

« El uso de un instrumento 2D con un
solo borde rectilineo que puede conte-
ner una informacion o no. La informa-
cion consiste en trazos rectilineos que
se hacen sobre el instrumento, para
permitir transferencias de longitud o
transferencias de angulo y de direc-
cion. Cuando este instrumento 2D no
tiene ningun trazo lo llamaremos regla
no informativa; cuando hemos colo-
cado uno o varios trazos, diremos que
se informé la regla y hablaremos de
regla informativa.

Ejemplo uno

Se trata de reproducir un tridngulo utili-
zando como plantilla el molde roto del
triangulo. (Ver Figura 6).

El gesto grdfico se inscribe aqui en la con-
cepcién del contorno cerrado de una figura
2D caracteristica del molde o plantilla. Dar
un molde roto obliga a interrumpir la conti-
nuidad de ese gesto grdfico (etapa dos). Para
concretarlo hay que recurrir a la plantilla
(etapa tres).

Ejemplo dos

Para reproducir un tridngulo, se rompe
un molde y se entregan varias reglas. (Ver
Figura 7).

Al igual que en el ejemplo anterior, la
utilizacion del molde roto conduce a un
trazado incompleto, pero aqui para comple-
tarlo hay que utilizar dos reglas no informa-
tivas en lugar de una plantilla. La necesaria
superposicion de estas dos reglas para cons-
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Instrumentos: un molde roto y una plantilla rota

Etapa 1 Etapa 2

Figura 6.

Instrumentos: un molde roto y dos reglas

Etapa 1 Etapa 2

Figura 7.
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truir la plantilla prepara la capacidad de pro-
longar una linea. (Ver etapa tres del ejemplo
tres, etapa dos del ejemplo cuatro y etapa
dos del ejemplo cinco).

Ejemplo tres

En el ejemplo anterior, la supresién de
una regla obliga a abandonar la estra-
tegia de reconstruccién de la plantilla, y
abandonar también el grafismo del con-
torno externo del tridngulo, para trazar
sucesivamente los dos lados que faltan. El

hecho de que sélo haya una regla obliga
igualmente a trazar no solamente un lado
sino a trazar también su prolongacion. £/
segmento trazado en la etapa cuatro es el
primer elemento 1D.

En los ejemplos anteriores, los elemen-
tos trazados so6lo eran una parte del con-
torno cerrado (forma 2D). En esta situacion,
desde un punto de vista grafico, el con-
torno del tridngulo explota en partes de
ese contorno. Hay una primera etapa en el
paso complejo de 2D a 1D.

Instrumentos: un molde roto y una sola regla

Etapa 1

Etapa 2

Figura 8.
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Ejemplo cuatro

{Como hacer cuando la forma de los instru-
mentos no tiene ninguna relacién con el con-
torno de la figura que se debe reproducir?

El trazado de lineas sobre la superficie
cualquiera en la etapa tres de la siguiente
tabla puede aparecer como una operacion
sustitutiva de las acciones de cortado o de
doblado necesarias para obtener un molde

del tridngulo o, en su defecto, un molde roto
del tridngulo.

La capacidad de superponer una superficie
cualquiera sobre la figura por reproducir, y
la de inscribir un pedazo de cada lado de
esta figura, de manera que se pueda repro-
ducirla de una sola vez por la prolongacién
de esos pedazos, son indicadores de una
visualizacion geométrica avanzada.

Instrumentos: una superficie cualquiera y una regla no informativa

Etapa 1

Etapa 2

Etapa 3
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Figura 9.

Ejemplo cinco

{En ausencia de un molde y de una plantilla
del tridngulo, cdmo reproducir si se dispone
de tres reglas no informativas que pueden
volverse informativas?

Sabiendo que una plantilla podria bastar...

HERRAMIENTAS: 3

reglas no informativas

Etapa 1

Etapa 2

Figura 10.
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La tarea de reproduccién implica tres tipos
de acciones:

« Superponer las reglas de manera que se
reconstruya una plantilla (etapa dos).

« Trazar tres lineas sobre dos de las reglas
(etapa tres).

« Deslizar una de las tres reglas sobre uno
de los trazos (etapa cuatro).

Vemos entonces que en esta tarea las reglas
se colocan por yuxtaposicion al tridngulo, y
estan relacionadas entre ellas por superpo-
sicion. Los tres trazos hechos sobre las reglas
conservan la memoria de las superposiciones.

Esta manera de utilizar reglas introduce
automaticamente la operacién de prolon-
gacion de un trazado, aunque en un primer
momento esto no nos saca del marco de la
figura a reproducir. Pero lo importante es que
asi se rompe la unidad de contorno y la uni-
dad visual de cada uno de los tres bordes.

En este ejemplo de procedimiento hay dos
reglas informadas. El paso de la etapa cua-
tro a la etapa cinco muestra que habriamos
podido hacer informativa una sola regla, y
las otras dos habrian servido para reconsti-
tuir el molde.

Reconocemos aqui uno de los casos de
igualdad de los triangulos que se encuentra
en Euclides. (Libro uno, proposicién 26).

Ejemplo de reproduccién de
un triangulo con instrumentos
convencionales de geometria

Ejemplo seis
La escuadra, herramienta convencional
que permite trazar elementos 1D, es un

molde de triangulo rectangulo, pero no
se utiliza para desplazar una forma 2D. En
efecto, sélo los dos lados rectilineos se tie-
nen en cuenta y no se lo utiliza como una
regla informativa. No se hacen rayas sobre
una escuadra.

Sin embargo, puede ser utilizada como una
parte de un molde de cuadrado o de rectan-
gulo. (Ver Figura 11).

En este ejemplo, la escuadra es un instru-
mento para trazar lineas, es decir elementos
1D, que son perpendiculares. Aqui, la activi-
dad de reproducciéon es mas compleja pues
hay que hacer aparecer un trazo suplemen-
tario sobre la figura simple del tridngulo a
reproducir. En otras palabras, hay que trans-
formar la figura simple inicial en una figura
ensamblada. El tridngulo debe verse como
una yuxtaposicién (ver figura 1) de dos
triangulos rectangulos, tridngulos formal-
mente desplazables y reproducibles gracias
a la escuadra.

A menudo las figuras dadas para reprodu-
cir no permiten que los alumnos aborden
el paso de 2D a 1D pues contienen una
esquina recta o dos segmentos perpendi-
culares. En el caso de una figura con una
esquina recta, la escuadra se utiliza como un
molde, es decir como una herramienta 2D.

En el caso contrario, la escuadra debe uti-
lizarse como una herramienta 1D que per-
mite trazar sobre la figura modelo un trazo
recto 1D perpendicular a otro. (Ver etapa 2
delafigura 11).

Esta ambigliedad de la escuadra conduce
a preguntarnos sobre la utilizacion efectiva
de los otros instrumentos por parte de los
alumnos. La utilizacién de los instrumentos
de reproduccién, como los moldes, se hace
por superposicién y por lo tanto por aproxi-
macioén perceptiva, y podemos preguntar-
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Instrumentos: escuadra y una regla no informativa

Etapa 1

Etapa 2

Etapa 3

Etapa 7

Etapa 10

Figura 11.
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nos si los alumnos, que no pueden efectuar
0 que no han tomado conciencia del cam-
bio de mirada implicada por el paso de las
formas 2D a las formas 1D, no buscan utili-
zar los instrumentos de construccion como
si se tratara de moldes.

Es una de las constataciones mayores que
surge del estudio de Bouleau (2001:29): "a
partir de un cierto umbral de competencia
de trazado... los alumnos no logran unir
los puntos con la regla y vuelven al dibujo
a mano alzada”

Seleccion de los instrumentos
y objetivos de aprendizaje

Los alumnos del ciclo uno (pre-escolar a
segundo) han tenido ocasion de trazar figu-
ras a partir de un molde o de una plantilla.
En el ciclo dos (tercero a quinto), deben
aprender a trazar figuras utilizando los ins-
trumentos convencionales. Tal utilizacién
sélo puede hacerlos sensibles a las restric-
ciones geométricas internas de las figu-
ras reproducidas o construidas si pueden
desconstruir visualmente las formas 2D en
elementos 1D.

Esta deconstruccidon dimensional, que es
cognitivamente muy compleja, no parece
poder adquirirse Unicamente por la utili-
zacion de instrumentos que producen ele-
mentos 1D. Es la utilizacion de instrumentos
diferentes, unos que permiten transportar
informaciones 2D, otros solamente informa-
ciones 1D, la que va a permitir a los alumnos
entrar progresivamente en la deconstruc-
cién dimensional de las formas 2D, que es
una condicién para la explicitacion de los
conocimientos geométricos. En efecto, los
conocimientos geométricos presuponen
una articulacion entre la visualizacién y el
lenguaje, ya sea que éste sea utilizado para
descripcion, distincién (subyacentes a todo

vocabulario) o justificacién, que sélo se
encuentra en geometria y en ningun otro
campo de conocimiento (Duval, 2005).

La organizacion de actividades para hacer
entrar los alumnos en este proceso cogni-
tivo fundamental para los saberes geomé-
tricos implica entonces una progresion
sobre los instrumentos que se utilizan para
reproducir figuras, como pudimos ver en la
secuencia de los ejemplos precedentes:

« Moldes y plantillas.

« Moldes y varias reglas (superficie con un
solo borde rectilineo informarle)

+  Moldey una sola regla.

« Superficie cualquiera y una regla.
« Unicamente reglas.

« Unareglay unaescuadra

En la secuencia de ejemplos precedente, la
progresién presentada se hizo Unicamente
en funciéon de la variable “instrumentos”.
Para poder organizar en clase actividades
que desarrollen un cambio de mirada, hay
que combinarla con la seleccién apropiada
de las figuras a reproducir y también deter-
minar las condiciones en las que se pide una
tarea de reproduccién.

Referencias para la organizacion
de actividades

La selecciéon de los instrumentos debe
replantearse en el contexto de las dos pre-
guntas que siguen:

«  (Quétipos de figura escoger?

« ;Cémo motivar a los alumnos para que
se apropien de la tarea?
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Qué tipos de figura escoger
Vamos a utilizar dos criterios.

Las figuras seleccionadas deben poder ser
vistas como un ensamblaje de formas por
yuxtaposicién y como un ensamblaje por
superposicion.

Un poligono céncavo o una figura ensam-
blaje de partes concavas y convexas pare-
cen ser excelentes figuras candidato. El
hecho de ser una figura cerrada es en efecto
uno de los principales factores de organi-
zacion de elementos del campo perceptivo
en una unidad figural (Kanizsa, 1998:40-41).
Es lo que conduce a ver espontdneamente
toda forma cdncava en su entorno convexo,
y por lo tanto a completarla.

Las figuras elegidas deben obligar a prolon-
gar lineas o a construir nuevas lineas para
lograr la reproduccion.

La prolongacién de lineas prepara los
alumnos a investigaciones posteriores
sobre alineacion.

Aqui hay un ejemplo de figura que responde
a esos dos criterios. Se notara en particular
que la figura escogida centra la actividad en
las prolongaciones de lineas y en las relacio-
nes de longitudes. (Ver Figura 12).

La figura a reproducir fue seleccionada para
que el poligono céncavo pueda descom-
ponerse en dos tridngulos (etapas 2:03).
Notese sobre todo la importancia de la
etapa seis: la colocacion de la regla opaca
sobre la figura modelo constituye un enri-
quecimiento de esta figura. En efecto, es lo
mismo que descomponer el cuadrildtero en
dos partes: una parte oculta (un tridngulo)
y una parte visible (un tridngulo y un nuevo
cuadrildtero). Esta division impone una pro-
longacion. Toda esta operacion aplica una

deconstruccidon dimensional. Va a permitir
luego una transferencia de medida (etapa
siete) sobre un segmento que, en el modelo
a reproducir, no estaba ni totalmente tra-
zado ni era elemento del contorno.

Para tomar en cuenta el segundo criterio
que toca directamente la descomposicién
dimensional de las formas, es muy eficaz
una actividad de restauracion de figuras, y
no solamente de reproduccion. Ademas del
modelo, se da una reproduccién ya comen-
zada, es decir una version del modelo en
la que se han borrado algunos trazos, de
tal forma que el alumno sélo tenga que
completar. Pero comenzando asi la repro-
duccién, se imponen ciertos algoritmos
de reproduccion. Vemos entonces que la
actividad de restauracién es una variable
didactica suplementaria seguin el nimero
y las propiedades de los trazos que se
borraron (Perrin, 2004).

Como motivar a los alumnos
para que se apropien

de las tareas de reproduccion
o de restauracion el juego

de los malos

Las actividades de reproducciéon o de res-
tauracion de figuras representan tareas dife-
rentes segun los instrumentos utilizados.
Hemos mostrado cémo una progresion en
el uso de los instrumentos en relacién con
las figuras visualmente ricas hace entrar en
el juego de la deconstruccion dimensional
de las formas. Para que esto sea verdade-
ramente operacional, es necesario que los
alumnos se vean obligados a tomar con-
ciencia de las posibilidades y las restriccio-
nes de cada instrumento utilizado, es decir
al hecho de que la utilizacién de instrumen-
tos diferentes conduce a procedimientos
diferentes. Es entonces interesante hacer
diferenciar el costo de cada procedimiento
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Instrumentos: molde de una subfigura y regla

Etapa 1 Etapa 2

Etapa 3

Etapa 5

Etapa 7 Etapa 8
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Etapa 9

Etapa 10

Etapa 11

Etapa 12

Figura 12.

por un juego de puntos. Para una tarea
dada, de reproduccién o de restauracion, los
alumnos pueden disponer de varios instru-
mentos y pueden también pedir ayuda (por
ejemplo informacion sobre la posicion de
un instrumento). Cada utilizacién de un ins-
trumento, y cada solicitud de ayuda, cuesta
un cierto numero de puntos. No se trata
solamente de reproducir o de restaurar, sino
de hacerlo con el menor costo posible.

Un grupo de Profesoras de CE2, después
de un curso de formacion, traté de poner
sistematicamente en obra a actividades de
analisis de figuras. Hicieron trabajar a los
alumnos sobre figuras que habian elaborado
después de la formacién y utilizaron el juego
de puntos. A continuacién hay un extracto de
una entrevista muy larga sobre su experiencia,
que muestra como ellas pudieron percibir la
evolucién de sus alumnos.

“lo que nos parecid verdaderamente muy,
muy interesante, muy motivante para
los alumnos, era ese sistema de puntos
buenos y malos... que la meta del juego
era tratar de tener la menor cantidad de
puntos posible, construir su figura con la
menor cantidad de puntos posible... en
las primeras sesiones, empieza inmediata-
mente la reproduccion... después, al cabo
de algunas sesiones, comprenden verda-
deramente el interés del andlisis y después
se toman un buen tiempo de andlisis, y
no comienza la reproducciéon antes de
haber visto puntos relacionados, puntos
medios... les gusta mucho... sisiles gusta
mucho buscar puntos, es un poco como
pistas, deben buscar, deben encontrar
cosas, saben que van a encontrar cosas,
y por lo tanto se enfrentan a una situa-
cién problema... si es ludico, es... es una
investigacion y por lo tanto estdn en acti-
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vidad, son muy activos incluso los nifios
en dificultad encuentran cosas... tienen
verdaderamente ganas de lograrlo y de
lograrlo bien. Y estdn en competencia no
necesariamente con los otros, lo sentimos
verdaderamente en competicion con ellos
mismos. Pienso que es también el gusto
que se les dio. Es verdad que esas activida-
des dan mucho gusto... ”

Conclusion

La introducciéon de conocimientos geomé-
tricos implica una deconstruccién dimen-
sional que es imposible sin un cambio en
la manera habitual de mirar las figuras. Uno
de los objetivos de las primeras actividades
geométricas es introducir a los alumnos
en este cambio que no pueden sospechar.
Hemos visto que la organizacion de activi-
dades para alcanzar este objetivo combina
una seleccién de figuras apropiadas y una
variacion en los instrumentos utilizados
para reproducirlas.

Lo que llamamos las figuras-ensamblajes
tiene un rol clave para hacer descubrir pro-
cesos de deconstruccion de formas 2D, que
permiten también enriquecer una figura. En
efecto, una figura-ensamblaje posibilita una
descomposicién visual en dos tiempos:

. Descomponer en formas 2D que permi-
ten obtener esa figura por yuxtaposicion
0 por superposicion

« Reconocer la presencia de un elemento
del borde, comun a dos contornos cerra-
dos, lo que equivale a aislar dos formas
en las que es borde.

La utilizacién de instrumentos clasicos
(regla, escuadra) presupone esta decons-
truccion, que es opuesta a la manera de ver
de los alumnos. En efecto, las actividades

con regla y escuadra (utilizadas de manera
convencional) sdlo son posibles si unafigura
2D puede descomponerse en elementos 1D.
Esta descomposicién exige que los alumnos
hayan notado no solamente las relaciones
topoldgicas entre esos elementos 1D sino
también sus relaciones de alineacion y sus
relaciones métricas.

Para ayudar a los alumnos a tomar concien-
ciade ese juego de visualizacién geométrica
que es el paso de 2D a 1D, hay que utilizar
instrumentos que permitan descomponer
una figura-ensamblaje en otras formas 2D
que se yuxtaponen o se superponen. Todo
el mundo piensa evidentemente en las
plantillas. Pero para que su uso sea didacti-
camente eficaz, hay que proponer plantillas
incompletas. La tarea de reproduccién cam-
biara segun la importancia de lo que falta.
Pero esa es una variable a disposicion del
profesor para construir una progresion.

En los diferentes ejemplos presentados, las
figuras eran cualesquiera, pero obligaban a
hacer un analisis en términos de buscar las
prolongaciones o alineamientos. Puede
ampliarse el campo proponiendo figuras
simétricas o proporcionales. En ese caso,
las tareas de reproduccién, de restau-
racién o de construccién se convierten
en actividades para hacer surgir también
propiedades geométricas, pero esa sera la
siguiente etapa.
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