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Abstract

An approximation to the framework of the investigation project «Development of deductive
reasoning through Euclidean Geometry» is presented. The project is in an initial stage and
the ultimate goal is to validate a didactical model for the learning of Euclidean Geometry
which emphasizes the development of deductive reasoning.

1. INTRODUCCION

La identificacion de la Educacién Matematica y la Didactica de la Matematica como
campos académicos e investigativos desde un enfoque sistémico (escuela francesa),
supera la concepcion instrumental de didactica, para situarla como campo investigativo,
uno de cuyos frentes de trabajo es la produccién tedrica en matematicas escolares y su
validacién mediante propuestas curriculares concretas.

Uno de los propdsitos de la investigacidon que estamos iniciando es contribuir a la
busqueda de soluciones, desde la didactica de la matematica, a los problemas de la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas en la educacion basica secundaria. Una de
las metas es poder incidir en el disefio y desarrollo del curriculo, en términos de buscar
alternativas a la secuenciacion y compartimentalizacion de los saberes matematicos en la
escuela, a través del reconocimiento de dominios conceptuales que se desarrollan en
largos periodos de tiempo y a través de procesos de adquisicion significativos.

Debido a la introduccion de la “matematica moderna” en el curriculo de la matematica
escolar, en las décadas de los 70 y 80 en Colombia, la geometria, area de vital
importancia en la educacion matematica, sufrié un duro golpe en las reformas escolares al
quedar relegada a un segundo plano, reducida en los libros de texto de matematicas a
una sola unidad y considerada como area de segunda categoria a la cual se le dedica un
minimo de tiempo; su potencial para desarrollar el pensamiento espacial o como
herramienta para modelar situaciones problematicas fue por varias décadas casi
completamente ignorado. Por estas razones, nuestro centro de interés es la geometria
euclidiana.

Con la nueva propuesta curricular en matematicas planteada en los lineamientos
curriculares del Ministerio de Educacién Nacional (1998), que sefialan como aspecto
central de una posible estructura curricular para el trabajo en matematicas, la busqueda
de un equilibrio entre los procesos que tienen que ver con el aprendizaje tales como el
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razonamiento y la resolucion de problemas y los conocimientos basicos referentes a los
procesos especificos que desarrollan el pensamiento matematico, la geometria y en
particular el desarrollo del pensamiento légico deductivo, se convierte en sustrato
fundamental con el cual desarrollar la capacidad de reflexién, herramienta fundamental
para explorar la realidad, representarla, explicarla, predecirla y actuar en ella Como marco
de referencia, los lineamientos adoptan el punto de vista de David Perkins (1994) segun el
cual:

el objetivo de enseniarlas habilidades de pensamiento no se deberia considerar como
algo opuesto al de ensefiar el contenido convencional sino como complemento de
este. La capacidad de pensamiento y el conocimiento son como la trama y la
urdimbre de la competencia intelectual, y el desarrollo de cualquiera de las dos cosas
en detrimento de la otra, nos produciria algo muy distante de una tela de buena
calidad” (p. 82).

Ante propuestas de esta naturaleza, corresponde a la investigaciéon aportar a la
busqueda de alternativas curriculares que respondan a las nuevas exigencias sociales y a
los planteamientos que la comunidad internacional ha ido adoptando frente al papel de la
Educacién Matematica.

El objetivo de esta presentacidén es dar a conocer una primera aproximacién al marco
teorico del proyecto de investigacion: Desarrollo del razonamiento deductivo a través de la
geometlria euclidiana” que actualmente se encuentra en una etapa inicial y cuya meta
apunta a la validacidon de un modelo didactico para el aprendizaje de la geometria
euclidiana, con énfasis en el desarrollo del pensamiento deductivo. Pensamos, con esta
investigacion, lograr un aporte a problemas de la ensefianza y el aprendizaje de la
geometria en la Educacion Basica secundaria. El esquema que se propone apunta al
desarrollo de estrategias de razonamiento, a partir de actividades de construccion del
conocimiento geométrico y a la integracion de variables relativas a la cultura como a
negociacion de significados, contenidos flexibles, establecimiento de relaciones
democraticas en torno al aprendizaje y preocupacion por la comprension acerca del
conocimiento informal que los estudiantes llevan a la escuela.

Lo dicho anteriormente permite reconocer la contribucion que la educacién ma-
tematica debe realizar en la formacion de ciudadanos, proporcionandoles herramientas
matematicas basicas para el desempeno social y profesional. Se integra asi una difusion
de valores democraticos y la realizacién del ejercicio de la critica, como parte integrante
de la cultura matematica escolar.

2. MARCO TEORICO

La estrategia para abordar la aproximacion a la geometria euclidiana, como elemento
basico en la formacion del pensamiento deductivo, parte de una re-conceptualizacién
sobre la disciplina matematica misma. En los procesos de construccién de matematicas
escolares, la matematica debe asumirse desde una perspectiva cultural, como una
disciplina resultado de la actividad de grupos humanos ubicados en una sociedad, en un
periodo histérico y en permanente cambio. La aproximacion al sistema formal axiomatico
deductivo ha de partir de los conocimientos intuitivos para llegar a la formalizacién. El
principio que sustenta la propuesta es que, por medio de experiencias manuales
significativas, se hacen “descubrimientos” que llevan al establecimiento de conjeturas, las
cuales posteriormente se demuestran. Sin desconocer que la esencia de la ensefianza de



la geometria es llegar a la comprension de un sistema deductivo, esta propuesta
considera que éste debe ser el punto de llegada y no el punto de partida. De esta manera,
el aprendizaje de la geometria se concibe como una actividad y no como un conjunto de
contenidos a retener, pues existe la conviccidn segun a cual, la comprension no se
alcanza con la informacion dada sino a través de la experiencia. Elemento importante a
incorporar es la herramienta tecnologica, como un nuevo sistema de representacion,
donde los objetos matematicos se “materializan” en elementos susceptibles de ser
manipulados y transformados, dando asi a la matematica un caracter casi “empirico”.

Desde esta perspectiva, cualquier modelo didactico que se proponga ha de basarse
en investigaciones previas acerca del razonamiento geométrico y en investigaciones
didacticas acerca de la construccion de conceptos geométricos en la escuela. En los
apartes siguientes haremos mencion de estos aspectos.

El razonamiento en geometria

El apoyo fundamental, para identificar elementos particulares del razonamiento, se
derivara del trabajo realizado por los esposos Van Hiele (1957).

Los esposos, Dina van Hiele y Pierre Marie van Hiele, profesores de matematicas en
colegios de secundaria en Holanda, preocupados por lograr en sus alumnos comprension
de los conceptos en lugar de simple memorizacion de definiciones, demostraciones o
algoritmos, realizaron un trabajo de investigacion acerca de los procesos de aprendizaje
en Geometria, el cual concluyé con sus respectivas tesis doctorales en 1957, en las
cuales propusieron su modelo. El propio Pierre M. Van Hiele explico asi el origen de su
interés por el tema (1986):

Cuando empecé mi carrera como profesor de Matematicas, pronto me di cuenta de
que era una profesion dificil. Habia partes de la materia en cuestion que yo podia
explicar y explicar y aun asi los alumnos no entendian. Podia ver que ellos lo
intentaban realmente, pero no tenian éxito. Especialmente al comienzo de Ia
Geometria, cuando habia que demostrar cosas muy simples, podia ver que ellos
daban el maximo de si, pero la materia parecia ser demasiado dificil. De pronto,
parecia que comprendian la materia en cuestion. Podian hablar de ella con bastante
sentido y a menudo decian:

“No es tan dificil, pero, ;por qué nos lo explico usted de forma tan complicada? En los
anos que siguieron cambié mi explicacion muchas veces, pero las dificultades se
mantenian. Parecia como si siempre estuviera hablando en una lengua distinta. Y
considerando esta idea descubri la solucion, los diferentes niveles de pensamiento.”

La propuesta de los esposos Van Hiele esta sustentada a partir de las siguientes
afirmaciones:

» Es posible encontrar diferentes niveles de perfeccion en el razonamiento de los
estudiantes en geometria (y en general en matematicas).

* Un estudiante s6lo podra comprender realmente aquellas partes de las matematicas
que el profesor le presente de manera adecuada a su nivel de razonamiento.

+ Si una relacion matematica no puede ser expresada de forma comprensible, para el
nivel de razonamiento actual de los estudiantes, es necesario esperar a que éstos
alcancen un nivel de razonamiento superior para presentarsela.



* No se puede ensefiar a una persona a razonar de una determinada forma sdlo se
aprende a razonar mediante la propia experiencia. En lugar de ello, se puede ayudar a
esa persona, a adquirir, lo antes posible, la experiencia necesaria para que llegue a
razonar de esa manera.

Asi pues, los van Hiele enfatizan en la existencia de diferentes formas de
razonamiento y sefalan la necesidad de que los profesores tengan en consideracién la
capacidad de razonamiento de sus alumnos al decidir la forma y el rigor de sus clases.

El cuadro numero 1 recoge las caracteristicas principales de los cuatro primeros
niveles de razonamiento matematico de Van Hiele e indicadores del logro en los
estudiantes. El nivel 5 (Rigor) no se presenta pues supone un tratamiento geométrico que

supera las ambiciones de la Educacion Basica.

Nivel 1 Reconocimiento

Caracteristicas

Percepcion de
totalidad,

Inclusién de atributos irrelevantes en las
descripciones, generalmente de tipo fisico o
visual (orientacion, tamano, etc).
Referencia a  prototipos
caracterizar las figuras.
Percepcion individual de cada figura. No se
generalizan las caracteristicas a otras figuras de
la misma clase.

No se reconocen explicitamente las partes de
que se componen las figuras ni sus propiedades
matematicas.

No se utiliza lenguaje geométrico apropiado.

las figuras, en su

global

visuales para

Indicadores
Uso de cualidades imprecisas para
comparar, identificar, caracterizar y

escoger figuras: “estd torcido”, “esta
deforme” “este lado es mas largo”, “es
mas gordo que”, etc.

Caracterizacion de figuras mediante ex-
presiones como: “ parece un cono boca
abajo”, “tiene forma de casita”, etc.
Descripciones basadas en semejanzas
fisicas globales: “Se parece a una
puerta “Tiene forma de cono’..
Realizacion de selecciones incorrectas
a partir de propiedades que no
pertenecen realmente a la figura:
“Todos los rombos tienen una punta
hacia arriba”
Uso incorrecto de las propiedades
como condiciones necesarias al
determinar una figura: Al adivinar con
pistas, utilizan solo algunas de ellas y
olvidan las demas.

Nivel 2 Clasificacion

Caracteristicas

Indicadores

formal
de

Comienzos de razonamiento
matematicas.  Reconocimiento
reaciones entre propiedades.
Reconocimiento de implicaciones: posibilidad
de clasificar l6gicamente diferentes familias de
figuras a partir de sus propiedades y relaciones
ya conocidas. No obstante sus razonamientos

en
las

Una reaccion tipica de los estudiantes
del segundo nivel o de los inferiores es
que, ante la peticion del profesor de que
demuestren alguna propiedad, le
contesten:

“¢Por qué tenemos que demostrarla,
Si ya sabemos que es verdad?”




l6gicos, el apoyo es la manipulacién.
Descripcion de manera formal: definiciones
matematicas correctas, comprension del papel
de las definiciones y los requisitos de una
definicion correcta.

Comprensién de los sucesivos pasos in-
dividuales de un razonamiento légico formal de
manera aislada, ya que no se entiende la
necesidad del encadenamiento de pasos ni la
estructura de la demostracion. Los alumnos
pueden entender una demostracion explicada
por el profesor o desarrollada en un libro de
texto pero no construirla por si mismos.
Identificacion de las propiedades necesarias y
suficientes.

En las demostraciones, no se contentan
con la comprobacion de unos pocos
casos. Hay una necesidad de dar alguna
consistencia mayor en términos de
presentacion de una justificacion general
o de cubrir de alguna manera los
posibles casos que se puedan
presentar.

Forman definiciones completas de tipos
y formas y son habiles para modificar
definiciones y aceptar usar definiciones
equivalentes de los conceptos.

Hacen referencia explicita a las
definiciones.
Aceptan los ordenamientos logicos

parciales entre tipos de figuras incluida
la inclusion de clases.

Son habiles para escoger formas, de
acuerdo a una serie de atributos
matematicos precisos.

Usan, explicitamente, las expresiones
condicionales: “si, entonces”.

Forman argumentos deductivos informa-
les, usando formas légicas como la ley
transitiva[p - qyqg—r]—-(p—or)yla
ley de separacion modus ponens [(p—
ar p) — ql.

Confunden los roles de axiomas y teore-
mas. Al no ser capaces de realizar razo-
namientos légicos formales por su
propia cuenta, ni sentir su necesidad, los
estudiantes no comprenden la estructura
axiomatica de las matematicas.

Nivel 3 Analisis

Caracteristicas

Indicadores

Razonamiento formal.
Comprension  y  desarrollo
demostraciones formales.
Comprensién de la
axiomatica las matematicas:
sentido de axiomas, teoremas,
términos  definidos, términos no
definidos.

Aceptacion de la posibilidad de llegar
al mismo resultado desde distintas
premisas.

Necesidad de la demostracién como
unico medio para verificar la verdad de
una afirmacion,

de

estructura
de

Exigen plantear preguntas ambiguas y tareas
problematicas en lenguaje preciso.
Realizan frecuentes conjeturas e intentos de
verificarlas deductivamente.
Construyen demostraciones y ven la posibilidad
de desarrollar una demostracion de distintas
maneras. Pueden comprender y contrastar
diferentes demostraciones de un mismo teorema.
Confian en la comprobacién como la autoridad
final.

Diferencian el rol de los componentes de un
discurso matematico: axiomas, definiciones,
teoremas, comprobaciones.
Identifican las interacciones entre las condiciones




Capacidad de razonamiento ldgico | necesarias y las suficientes y distinguen entre
matematico y visualizacion | una implicacion (p — Q) y su reciproca (q — p).
globalizadora del area de geometria. Aceptan implicitamente los postulados de la
geometria euclidiana.

Nivel 4. Deduccion Formal

Caracteristicas Indicadores
Comparacién de sistemas basados en | Posibilidad de diferenciar varias geometrias en
diferentes axiomas. ausencia de modelos concretos.

Maximo nivel de rigor matematico segun
los parametros actuales.

Cuadro 1

Uno de los presupuestos para el desarrollo de este trabajo, manifiesto en las
dificultades detectadas en diferentes evaluaciones escolares sobre el desempeno en
razonamiento deductivo, es la identificacion de un vacio curricular en actividades de
aprendizaje que apunten al desarrollo de competencias propias de los niveles 1 al 3. Por
esto, la propuesta enfatiza en el acercamiento geométrico apropiado a estos niveles.

Propiedades de los niveles

* Un nivel no es exclusivo de una cierta edad o curso. Cada vez que se presenta un
nuevo concepto, los estudiantes pasan por cada nivel, si bien, algunas veces el paso es
mas o0 menos lento.

* Los niveles estan jerarquizados por grados de sofisticacion en el razonamiento
matematico que puede usar una persona.

» Cada nivel de razonamiento se apoya en el anterior. Pensar en el segundo nivel no
es posible sin tener la capacidad de razonamiento del primero.

* Los niveles tienen una estructura recursiva. Hay habilidades que se usan
implicitamente por los estudiantes y cuyo uso explicito se logra en el siguiente nivel (ver
tabla 1).

Nivel Elementos explicitos Elementos implicitos

1 Figuras Partes y propiedades de las figuras

N\

2 Partes y propiedades de las figuras Relaciones entre las propiedades

\

3 Relaciones entre las propiedades Deduccion formal de teoremas

\

4 Deduccioén formal de teoremas Reconocimiento de un sistema formal.

.

5 Reconocimiento de un sistema formal

Tabla 1




* Las actividades propuestas a los estudiantes deben estar orientadas a explicitar y
tomar conciencia de los elementos implicitos.

* Hay una estrecha relaciéon entre el lenguaje y los niveles. En cada uno hay
diferentes formas de expresion y significado dado al vocabulario. Por ejemplo, en el nivel
2 los conjuntos de cuadrados y de rectangulos son disyuntos, mientras que en el nivel 3
el conjunto de los cuadrados estd contenido en el de los rectangulos. ElI término
comprobar significa, en el nivel 2, verificar, por ejemplo, por medio de mediciones que la
afirmacion es cierta en unos pocos casos, incluso en uno sélo, mientras que en el nivel 3
se realizan razonamientos légicos, aunque con argumentos informales, basados en
observacion de ejemplos concretos. Esto se traduce a veces en demostraciones
incorrectas (falacias geométricas). Solo en el nivel 4, comprobar implica realizar un
proceso deductivo con el rigor necesario.

» El paso de un nivel al siguiente se produce en forma continua.

Propuestas didacticas

Dentro de las investigaciones en didactica que se utilizaran para configurar la
propuesta didactica se resefan los trabajos de Hercowitz y Vinner (1987), Kalin y Corbett
(1990) y Gutiérrez (1996). Todos ellos sefalan, como elemento fundamental, el trabajo
profundo para lograr la comprension de las definiciones de conceptos geométricos.
Utilizaremos la propuesta de Gutierrez para configurar actividades didacticas que lleven a
la construccién de conceptos geométricos. Esta propuesta se presenta en el cuadro 2.

Gutiérrez basa su propuesta en los trabajos de Vinner acerca de la formacién de
conceptos y su relacion con las definiciones matematicas. Al trabajar un concepto
geomeétrico, las personas se forman una idea de éste (imagen conceptual) que no siempre
coincide con la que se deriva de su definicion. Tener una idea “completa” de un concepto
no significa tener en la mente unos pocos ejemplos sino que incluye las propiedades
matematicas de éste y sus relaciones con otros conceptos. Como cualquier ejemplo
concreto siempre posee las caracteristicas propias del concepto (propiedades relevantes)
junto con otras que no son necesarias para caracterizarlo (propiedades irrelevantes), en la
construccion de situaciones didacticas para la ensefianza de un concepto geométrico
dado han de proponerse ejemplos que abarquen un gran rango de posibilidades para ir
descartando las propiedades irrelevantes y configurando la nocién completa del concepto
trabajado.



Analisis del

CONCEPTO
A 4 A
PUNTO DE PUNTO DE
VISTA VISTA
MATEMATICO DIDACTICO
A 4 \ 4
SELECCION DE LA ESTUDIO DE
DEFINICION MAS DIFICULTADES DE
ADECUADA COMPRENSION
A
Analisis del contexto educativo
A 4 para prever situaciones de
Lista de PROPIEDADES clase (preconceptos conceptos,
RELEVANTES extraidas de la edad, nivel) Determinacién de
definiciéon PROPIEDADES
IRRELEVANTES (para
discriminar los ejemplos)

Generacion de
EJEMPLOS
y CONTRAEJEMPLOS

A

ORDENACION DE
EJEMPLOS
Y CONTRAEJEMPLOS
PARA
FACILITAR EL PROCESO
DE APRENDIZAJE

Cuadro 2

3. FASES DEL PROYECTO

En una primera fase, el proyecto se centrara en la determinacion de competencias
previas al razonamiento propiamente deductivo que sirvan de puente, como sefalan los
esposos Van Hiele, entre el pensamiento informal y el formal, enfocando la atencién en



aspectos especificos del estudio de poligonos. De acuerdo a cada competencia, se
elaboraran actividades didacticas para detectar y desarrollar dichas competencias.

La segunda fase apuntara al desarrollo de competencias propias del razonamiento
deductivo.

4. ASPECTOS METODOLOGICOS

El método seleccionado para llevar a cabo la investigacion corresponde a la categoria
de métodos cualitativos. Las técnicas para registrar I~ informacion corresponderan a
estudios de caso, entrevistas, observaciones directas, registro de lo sucedido, evidencias
documentadas etc. Para validar el modelo, hasta el momento se tiene prevista la
construccion, a partir del estudio de las competencias previas requeridas para superar
cada una de las fases, de unidades de analisis para la organizacién de los contenidos
(establecen los aspectos concretos de contenido y las situaciones problema que se
proponen), unidades de andlisis para la comprension del contenido (permiten establecer
los distintos aspectos cognitivos que se ponen en juego a los alumnos) y unidades de
analisis para la interaccién didactica (permiten estudiar las interacciones que tienen lugar
entre el proceso y los estudiantes a lo largo del proceso didactico y su relacion con la
construccion).

La fiabilidad de la investigacion se sustentara en la fiabilidad externa e interna
caracteristicas de la investigacion cualitativa.
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