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Resumen: Como parte del estudio realizado
en la tesis de maestria “Uso de algoritmos en la
resolucion de problemas sobre isometrias del plano.
Un estudio de caso”, se han identificado diversas
formas en que se relacionan los algoritmos con la
resolucién de problemas, no sélo como procesos
mecanicos, sino como fuente de informacion en
el planteamiento de estrategias al resolver un
problema, de modo que surgen algunas maneras
en gue se da esta relacion, ejemplificando cada una
de ellas con problemas cuyo objeto matemdtico
central son las isometrias del plano.
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Abstract: As part of the study carried out in
the Master Program entitled “Use of algorithms
in Solving Problems on Plane Isometries: A Case
Study” the authors have identified new ways in
which algorithms are related to resolution of
problems, not only as a mechanical process
but as a source of information in the planning
of strategies to solve problems, thus raising
some ways in which this relationship is given,
illustrating each one of them with problems
which central mathematical objects are the
plane isometries.
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Introduccion

El papel de los algoritmos en el estudio de
las matematicas se ha venido replanteando
como producto de los resultados de multi-
ples investigaciones, al identificar en ellos
concepciones sobre distintos objetos mate-
maticos y el potencial que tiene la creacién
de los mismos en la ensefianza de las mate-
maticas. También se han estudiado maneras
en que pueden ser ensefiados algunos algo-
ritmos que se presentan al estudiar temati-
cas de diversas ramas de las matematicas,
como la aritmética y el algebra.

Como resultado del proyecto anterior-
mente mencionado, se han determinado
diversas condiciones en las que se pueden
presentar usos de algoritmos en la resolu-
cién de problemas sobre isometrias, tales
que proporcionan informacién para que el
resolutor observe y logre determinar nue-
vas relaciones entre los elementos del pro-
blema. A continuacién se presentan algunas
de las formas identificadas para usarlos, asi
como la caracterizacion de tales usos vy el
ejemplo de algunas evidencias observadas
durante el estudio realizado.

Algoritmos y resolucion
de problemas

Por medio de la resolucion de problemas,
los estudiantes pueden realizar las mismas
tareas que el matematico cuando resuelve
problemas de la disciplina y experimentar
el potencial y utilidad de las matematicas
en el mundo que les rodea. Esta es una de
las razones por las que la resolucién de pro-
blemas se ha introducido desde hace varios
anos en la educacién matematica. Uno de
los trabajos fundamentales en la ensefianza
de la resolucion de problemas fue presen-
tado por George Polya en 1945 en el libro
How to solve it?, en el cual se ilustra por pri-

mera vez un camino hacia la enseftanza de
la resolucion de problemas y se ha consi-
derado base para muchas investigaciones
cuyas conclusiones han permitido madurar
las ideas de este autor.

Para el presente caso, esta teoria per-
mitié relacionar de manera directa la uti-
lizaciéon de algoritmos en la resolucién de
problemas de geometria, particularmente
de isometrias del plano. Como primera
instancia, es necesario especificar algunos
aspectos de los algoritmos y de la resolu-
cion de problemas, de tal forma que la con-
jugacion de los mismos permita formular
detalladamente tal relacién.

Algoritmos

El algoritmo es entendido como una secuen-
cia finita de pasos, exenta de ambigiiedades,
que lleva a la solucién de un problema dado.
Los pasos de un algoritmo toman de base
un conjunto de datos iniciales, con los cuales
se determina un conjunto de datos finales
que corresponden a la soluciéon del pro-
blema dado.

Los algoritmos deben cumplir las siguientes
especificaciones:

«  Precision: en el algoritmo se debe indicar
el orden en el que se ejecutan cada uno
de los pasos propuestos.

« Bien definido: si se ejecuta el algoritmo
varias veces con los mismos datos inicia-
les, se deben obtener siempre los mis-
mos resultados.

«  Finito: la ejecucion del algoritmo debe
terminar en algin momento, es decir
que la cantidad de pasos del algoritmo
debe ser finita.
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«  Correccion: el algoritmo debe solucionar
el problema para el cual fue disefado,
ello implica que debe verificarse.

Aunque la nocién de algoritmo es mas
usada en procedimientos numéricos y alge-
braicos, siguiendo a Martin (1997), ésta
también se encuentra en geometria, espe-
cificamente, las construcciones geométricas
sonuntipo particular de teorema que puede
catalogarse como un algoritmo geométrico:
“una construccion es el tipo especial de teo-
rema que es también un algoritmo” (p. 2).

En geometria, la palabra construccion
tiene dos significados: de algoritmo geomé-
trico o de dibujo que ilustra un teorema. En
la investigacidn se emplearon los dos signi-
ficados, utilizando el término algoritmo para
hacer referencia al primero y reservando la
palabra construccién al sequndo.

Sobre la resolucion de problemas

Considerando  diversas definiciones vy
la caracterizacion que realiz6 Polya, se
entiende problema como una situacién que
tiene unos datos, condiciones y una incégnita.

Segun Polya (1965-2002 p. 161), la incég-
nita“recibe también el nombre de ‘quasitum; lo
que se busca, o lo que se pide”. En este sentido,
la incégnita correspondera al objetivo, meta
o estado final de la situacion. La condicion es
la informacién que relaciona los datos con la
incognita, y los datos son expresiones genera-
les que describen los objetos que intervienen
en el problema. Frecuentemente, la condicién
se divide en varias partes que a su vez son
condiciones del problema, sin embargo, para
evitar ambigiiedades, cada una de estas partes
sera conocida como cldusula.

Un problema sera insoluble si todos sus
elementos son completamente nuevos o no
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relacionales con un problema ya solucio-
nado, “Es practicamente imposible imaginar
un problema completamente nuevo, que
no se parezca en nada a otro o que no tenga
ningln punto en comun con un problema
anteriormente resuelto; por lo demas, si
un tal problema existiese seria insoluble”
(Polya, 1965-2002. p. 66).

En su propuesta, Polya presenta cuatro
tipos de problemas: problemas por resol-
ver, problemas por demostrar, problemas
de rutina y problemas practicos. Aunque
esta tipologia fue adoptada para la investi-
gacion, los problemas practicos no se con-
sideraron en el disefio de los instrumentos
de recoleccion de informacion, debido a
la falta de claridad que se presenta en sus
elementos y a la cantidad de datos y condi-
ciones que deben tenerse en cuenta para su
resolucion.

Problemas por resolver. Los problemas
por resolver tienen mayor importancia en
las matematicas elementales y su objetivo
es encontrar la incégnita del problema.
Dentro de este tipo de problemas, se pue-
den encontrar problemas teéricos o practi-
cos, abstractos o concretos, o simplemente,
problemas cuyas incégnitas sean de cual-
quier tipo.

Una manera de resolver este tipo de
problemas es movilizando conocimientos
ya adquiridos; se deben buscar problemas
que estén ligados al original por medio de
la generalizacidn, particularizacion o analo-
gia'. Ademas, Polya recomienda considerar
por separado los datos o las diversas partes
en las que se puede dividir una condicién.

Problemas por demostrar. Este tipo de

1 Los términos generalizacién, particularizacion y
analogia seran abordados méas adelante.
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problemas tiene como objetivo “mostrar de
modo concluyente la exactitud o falsedad
de una afirmacién claramente enunciada”
(Polya, 1965-2002 p. 161). Ademas, cumplen
la definicién de problema, ya que la hipdte-
sis contiene los datos y las condiciones, y la
demostracion corresponde a la incégnita.

Problemas de rutina. Hacen refe-
rencia a todos aquellos problemas que
pueden resolverse sustituyendo datos en
problemas ya resueltos o siguiendo paso
a paso la secuencia de algun ejemplo. “Un
problema se convierte de rutina, cuando
ya se han solucionado varios problemas
similares, cambiando Unicamente algunos
datos!"(Polya, 1965-2002 p. 163).

Problemas practicos. Estos problemas
se caracterizan por la gran cantidad de datos
y condiciones, la falta de claridad al determi-
nar las incégnitas, los datos y las condiciones,
y al identificar los conocimientos y conceptos
necesarios para solucionarlos.

Etapas en la resolucion
de problemas

Aunque es claro que no existe un método
que garantice la solucién de cualquier pro-
blema de matemdticas, Polya sugiere un
método basado en cuatro etapas:

« Comprender el problema. Inicial-
mente, se debe tener claro el objetivo a
alcanzar. Siguiendo a Polya, no se pue-
den realizar acciones y reflexionar sin
antes haber comprendido el propésito
deseado. Para comprender el problema,
debe familiarizarse con él, leyendo el
enunciado, visualizandolo como un
todo, para luego aislar las principales
partes del problema, centrar la atencién
en cada una de ellas y combinarlas entre
si, para establecer las relaciones que
puedan existir.

Concebir un plan. En esta etapa se con-
sidera el problema desde varios pun-
tos de vista y se busca relacionarlo con
los conocimientos previos, problemas
resueltos y los teoremas demostrados,
de manera tal que se obtenga la solu-
cién del problema. Para ello, se debe
examinar de manera iterada los detalles
del problema, siempre desde visiones
distintas, en busca de un nuevo signifi-
cado o de problemas auxiliares que den
un lineamiento de la resolucién del pro-
blema original.

Se ha concebido un plan cuando se tiene
una idea, asi sea grosso modo, de los cal-
culos, razonamientos o construcciones
que permitirdn determinar la incognita.
Esta etapa puede ser larga, complejay es
lo esencial en la obtencién de la solucién
de un problema (Polya, 1965).

Ejecutar el plan. Una vez asegurada
la comprension del problema y esta-
blecida una linea general proporcio-
nada por el plan, éste se debe ejecutar
prestando atencién a los detalles para
perfeccionarse y lograr determinar la
solucién. Si el problema es muy com-
plejo, al igual que el plan para resol-
verlo, es recomendable expresar el
problema como composicion de pro-
blemas mas pequenos, cuyas solucio-
nes conformaran la solucién general
del problema original.

Debido a que el plan da una idea gene-
ral de los pasos para la resolucion, debe
examinarse uno a uno, que todos los
detalles coincidan con lo esperado en el
plan. Adicionalmente, el orden en que
se revisen y ejecuten los detalles del
plan, es fundamental para lograr una
sistematizacion de la solucion, espe-
cialmente si el problema es complejo
(Polya, 1965-2002).
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« Examinar la solucion obtenida. Aun
cuando se haya obtenido una solucién
y se tenga claro el proceso realizado, se
debe reexaminar el resultado y el plan
ejecutado, de tal manera que se pueda
refinar y obtener una mejor compren-
sion de la solucién. Esta fase es funda-
mental, pues aunque en la fase de la
ejecucion del plan se clarificé cada uno
de los pasos del proceso, no pueden
descartarse errores, especialmente si el
problema es largo y complejo. En esta
etapa se debe examinar con mucho
detenimiento el método que ha llevado
a la solucién, tratando de aplicarlo a
otros problemas; realizando esto posi-
blemente se encontrard una mejor solu-
cién y se descubrirdn algunos detalles y
relaciones importantes entre las princi-
pales partes del problema.

Relaciones entre algoritmos
y resolucion de problemas

Posterior a comprender el problema, en la
segunda fase del proceso de resolucién de
problemas propuesto por Polya, se con-
cibe un plan, es decir, se plantea una idea,
asi sea grosso modo, de los célculos, razo-
namientos o construcciones que permiti-
ran determinar la incégnita; si durante las
fases de ejecucién del plan y verificacién
de la solucién obtenida (tercera y cuarta
fase), es posible perfeccionar? sistema-
tizar y eximir de ambigliedades un con-
junto finito de pasos que den solucién al
problema, entonces éste tiene, al menos,
un algoritmo que permite determinar su
soluciéon y que se denomina algoritmo
de solucién. La precision del algoritmo se

2 Al perfeccionar los pasos de solucion del problema,
la persona culmina dicho proceso garantizando
gue no haya errores y que la forma en que se pre-
senta, es la 6ptima que ha podido encontrar.
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garantiza en la sistematizacion y perfec-
cionamiento del conjunto finito de pasos
y la correccién estd inmersa en la solucién
misma del problema.

Cuando existe un algoritmo de solucién
para un problema, se da una corresponden-
cia entre los datos, la incégnita y las condi-
ciones del problema, con los datos iniciales,
los datos finales y los pasos del algoritmo,
respectivamente.

Un ejemplo de esta correspondencia,
se evidencia en el problema de trasladar
un punto X, segun la distancia de dos pun-
tos Py Q en la direccién de P a Q. Dicha
traslacion se ha denotado [PQ] , donde la
imagen de X por [PQ] corresponde a un
punto X’ tal que el poligono QPXX’ es un
paralelogramo.

Ejemplo. Trasladar el punto X a través de [PQ]
(Ver Tabla 1).

En la propuesta realizada por Polya, se
sugieren diversas preguntas, procedimien-
tos y medios que permiten resolver un
problema mediante la determinacién de
problemas auxiliares mas sencillos o de solu-
cion conocida. Especificamente, propone la
generalizacién, particularizacién, analogia,
descomposicion y recomposicion, analisis
y sintesis, e intercambio entre las partes
del problema, como procedimientos para
variarlo y obtener uno auxiliar, que even-
tualmente permita encontrar la solucién del
problema original.

Particularmente, cuando se tiene un
problema a resolver A y un problema auxi-
liar B que tiene un algoritmo que permite
solucionarlo, el algoritmo puede ser usado
en la resolucion de A, ya sea encontrando
relaciones entre los datos y las incégnitas,
copiando total o parcialmente el algoritmo



Tecné, Episteme y Didaxis
No. 28 « Segundo semestre de 2010 « pp. 73-87

Tabla 1. Traslacion del punto X segun la distancia de dos puntos Py Q

Problema

Algoritmo

Datos: punto X, [PQ]

Datos iniciales: punto X, [PQ]

Condicién: el punto
resultante, debe ser la
traslacion de X a través
de [PQ]; es decir,

debe ser el punto

X', tal que existe el
paralelogramo QPXX".

Pasos de un algoritmo de solucién

Trazar una recta m paralela a la recta PQ por X.

Trazar una recta / paralela a la recta PX por Q.

Construir el punto de interseccidn entre las rectas my I.

El punto encontrado sera X', que corresponde al cuarto vértice
del paralelogramo QPXX’, es decir, es [PQ] (X)=X" .

Incognita:

[PQ] (X)=X'

— Datos finales: [PQ] (X)= X'

o aplicandolo en la deteccion de otros datos
o algoritmos auxiliares que proporcionen
mas informacién para la solucién de A. En
este caso, se dird que se ha usado el algo-
ritmo de solucién del problema B para solu-
cionar el problema original A.

Algunos usos de algoritmos
al resolver problemas sobre
isometrias del plano

El usar el algoritmo de solucion del pro-
blema auxiliar B, sugiere la introduccion de
elementos auxiliares que permiten resolver
el problema original. En este caso, se dira
que se ha usado un algoritmo para determi-
nar elementos auxiliares.

Las preguntas, procedimientos y medios
propuestos pueden conllevar a usar los
algoritmos para resolver un problema, ya
sea para encontrar un algoritmo si éste
existe, o en el caso contrario, simplemente
para solucionar el problema. Sin embargo,
el algoritmo puede usarse de maneras
distintas de acuerdo con las estrategias
empleadas para resolver el problema.

Enla generalizacion se pasa del examen
de un problema A, al examen de un con-
junto B de problemas, tal que B contiene al
problema A. Otro caso de generalizacion es
cuando se pasa del examen de un conjunto
limitado de problemas A, al examen de un
conjunto mas extenso de problemas B que
incluye al conjunto limitado A. En cualquiera
de los dos casos, el problema que consiste
en solucionar todos los problemas del con-
junto B, recibe el nombre de problema gene-
ral, mientras que cada uno de los problemas
del conjunto B, que es mas particular, recibe
el nombre de problema particular.

Cuando se desea solucionar un pro-
blema particular y se emplea la generaliza-
cién, el algoritmo de solucién del problema
general puede ser aplicado para determinar
la solucién del problema particular. Dado
que el problema original es un caso parti-
cular, requiere darse un algoritmo particular
al problema, el cual puede ser directamente
mostrado por el algoritmo que soluciona el
problema general. En el caso en que existan
algoritmos para la soluciéon del problema
general, de éste se puede extraer informa-
cién para la resolucion del problema origi-
nal. Aqui pueden darse dos usos:
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«  Solucion inmediata del problema por
medio de un algoritmo. Se presenta si se
conoce un algoritmo para la solucién del
problema general y se aplica, sin mayo-
res variaciones, a los datos del problema
particular dado.

« Uso del algoritmo de solucién de un pro-
blema general en la solucién de un pro-
blema particular. Se presenta cuando,
en el intento de solucionar un problema
particular, se realiza el proceso de genera-
lizacién, y si existe, se determina un algo-
ritmo de solucion del problema general
obtenido; luego este algoritmo puede ser
aplicado a los datos del problema particu-
lar para solucionarlo, o se puede emplear
para establecer relaciones entre los ele-
mentos del problema original.

En la particularizacién se pasa del exa-
men de un conjunto dado de problemas
(problema general) al examen de uno de
sus subconjuntos (problema particular).

Este procedimiento es aplicado a
la resolucion de problemas generales,
cuando la solucion de los problemas par-
ticulares permite recopilar informacién
util o hacer conjeturas para facilitar la
solucion del problema general. La deter-
minacién de aspectos comunes en los
algoritmos de solucién de los casos par-
ticulares pueden ser empleados para la
determinaciéon de un algoritmo general
para la solucién del problema general. En
el caso en que existan algoritmos para la
solucion de los problemas particulares, de
ellos se extrae informacion para la resolu-
cion del problema original. Aqui pueden
darse dos usos:

« Uso del algoritmo de solucién de un
problema particular en la solucion
de un problema general. Se presenta
cuando se toma por completo el algo-
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ritmo que da soluciéon a un conjunto
de problemas particulares y se aplica,
sin mayores variaciones, a los datos
del problema general. Otro caso en el
cual se puede presentar este uso, es
cuando se utilizan los algoritmos que
dan solucién a cada uno de los pro-
blemas particulares para encontrar
relaciones entre los datos y plantear la
solucion o el algoritmo de solucién de
un problema general.

« Uso del algoritmo de solucién de un
problema particular para planear una
demostracién. Si el problema original
es un problema por demostrar, el algo-
ritmo de solucién de un problema par-
ticular orienta el camino para realizar la
demostracion deseada.

En la descomposicién y recomposi-
cion, posterior al planteamiento de un plan,
se fija una idea directriz para la solucion y
se divide el problema, de tal manera que
se preste principal atencion a sus detalles
y ellos se conviertan en un problema auxi-
liar; luego de solucionar cada uno de ellos,
la directriz antes fijada permitira componer
todas las soluciones, para recomponer el
problema original y encontrar su solucion.

Bajo esta manera de solucién, los
algoritmos se introducen como una idea
general para la resolucion del problema
original, dividido en procedimientos cuya
concatenacion asegura la solucién del pro-
blema; también, si se conoce un conjunto
muy limitado de algoritmos para la solucién
de determinados problemas, es natural
que se intente reducir el problema a los
problemas conocidos, haciendo del algo-
ritmo general una concatenacién de algo-
ritmos mas locales.

En este caso, si existen algoritmos de
soluciéon para algunos de los problemas
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auxiliares en que fue descompuesto el
problema original, es posible tomar los
pasos de los algoritmos, los algoritmos
completos o relaciones entre los datos,
para construir la solucion del problema
original; de manera especifica, el uso de
los algoritmos en la resolucion del pro-
blema original puede presentarse de dos
maneras:

« Composicion iterada de un mismo algo-
ritmo. Corresponde a la utilizacion
repetida de un mismo algoritmo y se
presenta cuando la descomposicion
del problema conlleva a un conjunto de
problemas auxiliares cuyos algoritmos
de solucién comparten la secuencia de
pasos, o que son problemas particulares
de un problema general cuya solucién
se puede obtener mediante la aplicacion
de un algoritmo.

«  Composicion de dos o mds algoritmos
diferentes. Hace referencia a la utilizacién
de dos o mas algoritmos que dan solu-
cion a los problemas auxiliares en los
que fue descompuesto el problema ori-
ginal, donde cada uno de los algoritmos
difieren en al menos uno de sus pasos
(algoritmos diferentes). Es importante
aclarar que si en la solucién de un pro-
blema se utilizan n algoritmos, donde al
menos uno de ellos es diferente de los
demads, entonces el uso de los algorit-
mos correspondera a la composicién de
algoritmos diferentes.

En la analogia se utiliza la informacion
que pueda brindar la solucién de proble-
mas analogos mas sencillos para resolver
el problema original. Aunque el uso de la
analogia puede generar complicaciones, en
multiples ocasiones la incognita de un pro-
blema analogo mas sencillo o el algoritmo
mediante el cual se solucioné el problema,
pueden aplicarse en el problema original.

“Para resolver un problema que se nos
plantea, podemos con frecuencia utilizar
la solucién de un problema andlogo mas
sencillo, ya sea utilizando su método o su
resultado” (Polya, 1945-2002 p. 61); especial-
mente el algoritmo para determinar la solu-
cion puede transferirse para vislumbrar una
relacion entre los elementos del problema
original y, con ello, una manera de transferir
el algoritmo para la resolucion del problema
analogo al original.

Si se desea resolver un problema original
haciendo uso de la analogia, y el problema o
problemas analogos tienen un algoritmo de
solucién, se pueden encontrar dos maneras
diferentes de usar los algoritmos para solu-
cionar el problema original:

« Usode un algoritmo andlogo’. Se utiliza
el algoritmo de solucién del problema
anadlogo mas sencillo, ya sea para
repetir algunos pasos variando Unica-
mente los datos iniciales, para tomar
los datos finales como nuevos datos
del problema original o para encontrar
relaciones entre los elementos del pro-
blema original.

Segun Polya, se puede emplear “el
método de un problema analogo mas
sencillo, del cual hemos copiado la solu-
cion punto por punto”(1965-2002 p. 61),
o emplear el resultado del problema ana-
logo mas sencillo, sin preocuparse del
modo como se habia obtenido dicho
resultado o, inclusive, “utilizar a la vez el
método y el resultado del problema ana-
logo mas sencillo”. Con lo cual se puede
decir que la persona puede tomar algu-
nos pasos del algoritmo analogo, o todo

3 Un algoritmo andlogo es un algoritmo
que da solucién a un problema analogo
al problema original.
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el algoritmo, o simplemente los datos
finales. También se considerard que
se usa un algoritmo andlogo cuando
éste no siempre pueda emplearse de
inmediato y sea necesario transformar
o modificar alguno de sus pasos, para
hacerlo extensivo a la resoluciéon del pro-
blema original.

En el caso en que se utilice un algo-
ritmo analogo para encontrar elementos
auxiliares, este uso no correspondera al
uso de un algoritmo para determinar ele-
mentos auxiliares, sino al uso de algoritmo
andlogo.

Si se busca la solucion de un problema
A, para el cual no se conoce un problema
analogo con la misma incognita, es natu-
ral que se intente obtener resultados de
problemas andlogos, cuya solucién es
conocida; en este caso, se utilizan los algo-
ritmos analogos que den solucién a cada
uno de estos problemas, de tal manera,
que la informacioén que ellos brinden per-
mitan construir la solucion del problema
A.Esta manera de usar los algoritmos tam-
bién hace referencia a la composicion de
algoritmos. Si los problemas analogos se
solucionan usando el mismo algoritmo,
entonces serd composicién iterada de
un mismo algoritmo; en caso contrario,
corresponderd a composicién de dos o
mas algoritmos diferentes.

Analisis y sintesis. Es claro que si se
usan estos dos procesos, el andlisis pre-
cedera a la sintesis, que es donde se eje-
cutan los pasos propuestos en el andlisis.
En esta forma de solucionar problemas, el
andlisis forma parte de la segunda etapa
propuesta por Polya y la sintesis forma
parte de la tercera; sin embargo, aun-
que en la concepcion del plan se sugiere
cierto orden de pasos, el algoritmo que
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se propone consiste en realizar los pasos
en el orden inverso a como se propuso en
el analisis; es aqui cuando se dird que se
ha realizado un algoritmo inverso. Es de
aclarar, que el término también se aplica
cuando es necesario hacer algunas varia-
ciones a la secuencia de pasos inversa, de
tal manera que se logre solucionar el pro-
blema original. Si este algoritmo es usado
para solucionar un problema, se dira que
se usa un algoritmo inverso.

En el intercambio entre las partes del
problema se soluciona un problema a par-
tir de uno auxiliar ya resuelto, donde algu-
nos de los datos y la incognita del primero,
corresponden a la incégnita y algunos de
los datos del segundo, respectivamente.
Dado que la relacién entre la incognita y los
datos se mantiene, si existe un algoritmo
que de solucién al problema auxiliar, invir-
tiendo sus pasos es posible solucionar el
problema original. En este caso, también se
usa un algoritmo inverso.

Cuando se da el uso de algoritmos en la
solucién de problemas, la utilizacion de los
mismos tiene dos fines esenciales: determi-
nar relaciones entre los datos del problema
que vislumbren la solucién del problema
mismo, o encontrar la incégnita o datos
auxiliares que permitan obtener el mismo
fin. Por tanto, los usos planteados anterior-
mente, se han categorizado en:

« Uso de algoritmos para hallar datos. Este
uso se presenta cuando se emplean los
algoritmos para encontrar la incégnita o
datos auxiliares.

« Uso de algoritmos para extraer rela-
ciones entre los datos. Este uso se
da cuando los algoritmos permiten
extraer relaciones entre los elementos
del problema original.
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Tabla 2. Categorizacion de los usos de algoritmos

Categorias

Usos de algoritmos

Solucién del problema
usando algoritmos para
hallar datos.

Solucioninmediata del problema por medio de un algoritmo.

Composicion iterada de un mismo algoritmo.

Composicion de dos o mas algoritmos diferentes.

Uso de un algoritmo analogo.

Uso de un algoritmo para determinar elementos auxiliares.

Solucién del problema
usando algoritmos para
determinar relaciones
entre los elementos del
problema.

Paso a un algoritmo general de uno particular.

Paso a un algoritmo particular de uno general.

Uso de un algoritmo inverso.

Uso de un algoritmo analogo.

Uso del algoritmo de solucién de un problema particular
para planear una demostracion.

Evidencias sobre algunos usos

. Dado el poligono ABCDE y su imagen

de a]gontmos AB'C'D'E' por la translacién PQ, encuen-

tre el poligono AB'C'D'E' a partir de

Algunas evidencias de los usos menciona- ABCDE aplicando isometrias distintas a
dos se obtuvieron al solicitarles a una pro- la translacion PQ.

fesora de matematicas de Educacién Basica
y Media, a un estudiante para profesor de

matemdticas y a una estudiante de grado P
undécimo (11°)* de Educacién Media que
resolvieran el siguiente problema: B

4 Se presentaran algunos ejemplos observados en la
profesora de matematicas y en el estudiante para

profesor de matematicas.

Figura 1. Problema de ejemplo para
obtencidn de evidencias




Algunas relaciones entre algoritmos y resolucion de problemas

La profesora de matemadticas, plantea
varias soluciones. La primera, conlleva al
siguiente algoritmo de solucion:

« Trazalarecta CC'y construye la recta per-
pendicular a ella por C.

+ Refleja el tridngulo ABC por la recta cons-
truida en el paso anterior.

- Construye la mediatriz de CC' siendo
ésta el segundo eje de simetria.

Buscando una segunda solucidn, la pro-
fesora considera la primera y expresa que
puede construir una solucién distinta, eli-
giendo el tridngulo A'B’C’ como inicial (dato)
para llegar al triangulo ABC (incégnita).
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Bueno, la otra posibilidad fuera que, el
eje si estuviera mds corrido hacia acd. Lo
que pasa es que como voy a obtener esta
figura (AABC), jdigo! perddn, obtengo ésta
(AA'B’C’) a partir de ésta (AABC), jcierto?
Entonces, yo creo que también se podria
hacer. Lo que pasa es que me tendria que
devolver y creo que no seria vdlido. Podria
trazar primero un eje acd (recta perpen-
dicular a CC' por A’), ;cierto? Obtendria
otra figura y este eje (recta perpendicular
a CC' por C) quedaria corrido hacia acd.
Pero entonces... no seria a partir de ésta
(AABC) obtener esta (AA'B'C’), sino a par-
tir de éste (AA'B'C’) obtener éste (AABC)
(Transcripcién de lo expresado por la pro-
fesora al resolver el problema).

Teniendo en cuenta estas considera-
ciones, obtiene una segunda solucién por
medio del siguiente algoritmo:

1. Traza CC', AA' y BB’

2. Construye la recta perpendicular a CC'
por A.

3. Refleja AAB'C’ por la recta construida
en el paso anterior y nombra AB'C’ a la
imagen (aunque la notacién es la misma,
sélo coincide A).

4. Construye la mediatriz de BB' (B’es el
punto construido en el paso anterior).

5. Las rectas construidas en los pasos 2y 4
corresponden a los ejes de las reflexio-
nes buscadas.

En las soluciones anteriores, se considera
Unicamente la aplicacién de reflexiones axia-
les. Esto también se puede evidenciar porque
al iniciar la resolucion del problema, la profe-
sora expresa “tendria que ser axial, reflexién
axial’, y al finalizar la segunda solucion, dice:
"y otra forma de resolverlo aparte de la axial"
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Estas expresiones y las soluciones mis-
mas, muestran que la estrategia planteada
por la profesora no se encuentra influen-
ciada por el problema mismo: la iteraciéon
de las reflexiones axiales constituye la estra-
tegia considerada por ella, desde que inicié
la resolucion del problema; por esta razén,
la intencion de resolverlo utilizando Unica-
mente la aplicacion de reflexiones axiales, y
por ende, el uso repetido del algoritmo aso-
ciado, indican que la profesora usé la com-
posicion iterada de un mismo algoritmo.

Durante la busqueda de una tercera
solucién, la profesora recurre a la compo-
sicién de dos o mds algoritmos diferentes, al
expresar su interés en usar composicion de
diversas isometrias.

Pensaba de pronto en otro, en otra, [] en
otro movimiento que me permitiera obte-
ner esa figura, pero tendria que hacer una
composicién de movimientos para obte-
ner[](quiere obtener AA'B'C).

Estoy pensando en si hago una reflexion
central aqui (indica punto C) y podria
obtener una, hacer una después, o sea,
primero hacer una reflexion central
teniendo como centro C ;si? obtene-
mos una figura y si me daria podria
obtener esta figura (posible imagen de
AABC por [C]), también a partir de ahi
o sea, después hacer una reflexién axial”
(Transcripcion de lo expresado por la
profesora al resolver el problema).

Buscando otra forma de solucionar el pro-
blema, la profesora centra su atencién en
la imagen de AABC por [C], y observa que
la segunda isometria que debia usar no era
una reflexion axial, sino una reflexion cen-
tral; también, usé esta imagen y el tridngulo
A'B’'C’ para obtener el centro de la reflexion.
A partir de alli, obtuvo el siguiente algo-
ritmo de solucién:

1. Refleja AABC por [C] y nombra AB'Ca su
imagen (la notacién de los puntos A’y B’
coincide con los puntos A"y B’ del tridn-
gulo dado, pero son puntos distintos).

2. Encuentra el centro de la segunda
reflexion central, trazando los segmen-
tos CC', AA' y BB' (en los dos tltimos
segmentos, los extremos son puntos
diferentes, segun la aclaracién de la
notacion mencionada anteriormente).

Figura 3. Ejemplo de solucién inmediata
del problema por medio de un algoritmo

En esta manera de resolver el problema, se
puede observar que la profesora lo dividio
en dos problemas auxiliares. El primero,
encontrar la reflexién del triangulo ABC
por [C] y el segundo, determinar la iso-
metria que permite obtener el tridngulo
A'B'C’ de [C] (AABC). Este ultimo tuvo una
solucién inmediata al encontrar el centro
de la reflexion:
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;Cémo hago para saber que acd? (se
refiere a como encontrar laisometria que
le permite obtener A'B’'C’ de [C] {AABC}),
pues tengo que trazar la recta que pasa
por Ay por A’ tengo este acd (indica A”) y
el punto de encuentro tendria que ser el
centro de la reflexion” (Transcripcion de
lo expresado por la profesora al resolver
el problema).

Por tanto, este problema auxiliar fue
solucionado de manera inmediata por medio
de un algoritmo (encontrar la isometria
dadas laimagen y preimagen).

En la tercera solucidon del mismo pro-
blema (ver figura 4), propuesta por el estu-
diante para profesor fue:

« Refleja AABC por [C].
« Identifica el centro de la segunda

reflexion central con la interseccion de
CC', [CI(MA y [CI(B)B .

P _Q
B B'
A A
C
P C
[PI([c(m)])
[P(m)] ([c(m)])

Figura 4. Ejemplo de paso a un algoritmo
general de uno particular.
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Cuando se le cuestiona por esta solucion,
afirma:

Estaba pensando en ésta (indica la hoja en
donde se encuentra la primera solucion).
Pues veo también. Estaba viendo esto
como una reflexion, como una rotacion
respecto a algo. Pero no me dio y menos
mirdndola acd (sefiala la tercera solucidn).
Entonces empecé a pensar en una rota-
cién, en una rotacion acd (sefala el punto
C), y pues lo que hice fue hacerlo desde
el mismo punto del tridngulo que habia
tomado antes (refiriéndose a la primera
solucién y al punto C). Hice eso y traté de
encontrar un punto y de un momento a
otro me fijé fue entre la corresponden-
cia entre los puntos correspondientes
y, vi que mds o menos estaban sobre el
mismo lado; tracé y pues, aunque no me
dio exactamente, si supongo que con una
construccién un poco mds rigurosa y mds
exacta, si habria quedado en el mismo
punto. Y ya. Fue reflexion central o rota-
cion de 180 (Transcripcion de lo expresado
por el estudiante para profesor al resolver
el problema,).

Basandose en la solucion anterior, con-
sidera otra similar (usando Unicamente
dos reflexiones centrales) variando el cen-
tro de la primera reflexién, y afirma que
si en esa solucion el procedimiento fun-
ciona igual, entonces puede considerar un
punto cualquiera sobre el plano y realiza
el mismo procedimiento (ver figura 5). En
esta solucion se puede evidenciar que el
estudiante para profesor usa el algoritmo
anterior y lo generaliza a cualquier punto
del plano, es decir, pasé a un algoritmo
general de uno particular.

Pero si me da (se refiere al intento de hacer
dos reflexiones centrales con centros exter-
nos a AABC), diria que desde cualquier
otro punto exterior.”
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No seria algo riguroso, pero si sale esto, que
ya me salié, me queda como confirmado lo
que estoy pensando. Entonces podria haber
pensado en una doble reflexion desde cual-
quier lado, desde cualquier punto, y ademds
como, vuelvo a intentar ahora uno que esté
mds atrds”(Transcripcion).

El algoritmo general obtenido es:
« Considera un punto R del plano.

- Refleja AABCpor Ry nombra AA B,C asu
imagen (el estudiante para profesor sélo
nombro A).

« Traza mw IﬁS1 y Ci'Cr

+ El punto de interseccion entre A'7A1,
B'B, y C'C,, es el centro de la sequnda
reflexion.

« Laimagen de DABC por la composicién
de las dos reflexiones obtenidas, corres-
ponde a DAB'C.

Al confirmar la existencia de algoritmos en
geometria, queda como interrogante el
establecer otras formas en que se puedan
dar los algoritmos en geometria. Adicio-
nalmente, es posible que los algoritmos
puedan tener otras aplicaciones al resolver
problemas de otras areas de las matemati-
cas donde son mas usuales, por ejemplo en
la aritmética, estadistica y algebra.

Conclusiones

Algunas maneras en que se usan algoritmos
para resolver problemas sobre isometrias
son: solucion inmediata de un problema por
medio de un algoritmo, composicién ite-
rada de un mismo algoritmo, composicién
de dos o mas algoritmos diferentes y paso a
un algoritmo general de uno particular.

Cuando se comprende un problema
y plantea un algoritmo para su solucion
durante la ejecucion del plan, una manera
para encontrar otras soluciones, consiste en
modificar el primer algoritmo de soluciéon
encontrado.

El encontrar diversas maneras en que las
personas usan algoritmos en la resolucién
de problemas sobre isometrias muestra que
cuando se explore el campo de la resolucién
de problemas, un factor a considerar son los
algoritmos involucrados.

La resolucién de problemas, es hoy
uno de los principales enfoques conside-
rados en la enseflanza de las matematicas,
por lo que el objetivo de muchas inves-
tigaciones, ha sido la identificacion de
estrategias de resolucion de problemas
tanto generales como particulares para
diversos tipos de problemas relacionados
con diferentes objetos matematicos, que
puedan ser incorporados en la ensefianza
de las matematicas. En este sentido, la
identificacion de estrategias en las que se
incorpora el uso de algoritmos puede for-
mar parte de las propuestas de ensefanza
de las isometrias del plano o utilizarse en
el andlisis de algunos fenémenos en el
aula de matematicas cuando se estudia
este objeto matemitico.
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