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Resumen

En la investigacion reportada en este articulo se analiza el potencial de un programa de
geometria dinamica para promover la aproximacion de estudiantes de quinto grado de
primaria, de una zona periférica en Ciudad de México, al razonamiento cientifico. Ellos
se enfrentan por primera vez al uso del programa para construir triangulos isosceles y
equilateros, verificar la invariancia de la congruencia de los lados vy justificarla usando
propiedades de la circunferencia. Con base en elementos de la Teoria de la Variacion
analizamos las oportunidades que el programa brinda para aprender a pensar y actuar en
una sociedad cada vez mas influida por los desarrollos tecnoldgicos. Este es un indicador
de equidad. Concluimos que si bien se logran momentos exitosos de acceso al razona-
miento cientifico y los ninos pueden proponer vias de construccion y ganan conocimien-
tos que son la base de informacion compartida, también hay dificultades que erosionan
los intentos de lograr equidad tales como la falta de un criterio compartido sobre lo que
es una propiedad matematica, la distincion entre cuales explicaciones son matematicas
y cudles noy lo que los ninos creen que se espera de ellos en la clase de matematicas

Palabras clave
aprendizaje de la geometria;
teoria de la variacion; equidad;

tecnologia; primaria

Abstract

This paper analyzes the potential of a dynamic geometry software to promote the
approach of fifth-grade students from a suburb of Mexico City to scientific reasoning.
For the first time, they are faced with using the software to build isosceles and equilateral
triangles, to checR the invariability of the congruency of the sides, and to justify it using

the properties of the circumference. Based on certain elements from Variation Theory,
we analyze the opportunities that the software provides to learn to think and act in a

society that is increasingly influenced by technological developments. This is an indicator
of equity. We conclude that, while successful moments of access to scientific reasoning

are achieved and children can propose ways to build and gain the knowledge at the basis

of shared information, there are also some difficulties that hinder the attempts to achieve
equity, such as the lack of a shared view on what a mathematical property is, the differen-
ce between mathematical and non-mathematical explanations, and what children believe

is expected of them in math class.

Resumo

Na pesquisa reportada neste artigo, analisa-se o potencial de um programa de geometria
dinamica para promover a aproximagao de estudantes de quinto ano de educagao basica,
de uma zona periférica da Cidade do México, ao razoamento cientifico. Eles experimen-
tam por vez primeira o uso do programa para construir triangulos isdsceles e equilateros,
verificar a invariancia da congruéncia dos lados e justifica-la utilizando propriedades da
circunferéncia. Com base nos elementos da Teoria da Variagao, analisamos as oportuni-
dades que oferece o programa para aprender a pensar e atuar em uma sociedade cada
vez mais influenciada pelos desenvolvimentos tecnoldgicos. Este € um indicador de
equidade. Como conclusao, bem se é possivel conseguir acesso ao razoamento cien-
tifico com sucesso por momentos, e as criangas podem propor formas de construgao e
adquirir conhecimento base da informagao compartilhada, também tém dificuldades que
estragam os esfor¢os de conseguir equidade, como a falta de um critério compartilha-
do sobre o que é uma propriedade matematica, a diferenca entre quais explicagoes sao
matematicas e quais nao, e 0 que as criangas acham que seja o0 que se espera deles na
aula de matematicas.

Palavras chave
aprendizagem da geometria;

teoria da variagao; equidade;
tecnologia; primaria



Primero pusimos una circunferencia y en esa circunferencia co-
locamos un radio repitiéndolo dos veces. El tridngulo es isdsceles
porque para donde lo jalemos, siempre dos [lados] son iguales,
porque los lados vienen siendo los radios.

Benjamin, 5° grado

Introduccion

En el marco del proyecto “Geometria: via al razonamiento cientifico”
(bmA-399-15), equipos de investigacién de Colombia y México enfrentamos
la tarea de disenar, implementar y evaluar diversas experiencias matematicas
escolares que promuevan el acercamiento de nifios y jévenes al razona-
miento cientifico y por esta via impulsen la equidad social. En particular,
nos centramos en experiencias matematicas en las que el acercamiento
al razonamiento cientifico se logre incentivando el uso de programas
de geometria dinamica que estan hoy al alcance de nifios y jévenes de
diversos estratos sociales, por lo menos en las zonas urbanas. Educacion
gratuita, infraestructura tecnoldgica, programas informaticos especializados
y accesibles y textos escolares gratuitos son elementos necesarios para lograr
la equidad social, pero no son suficientes. La equidad también tiene que
ver con la calidad de las practicas escolares, la cual se logra en la medida
en que equipos de investigadores y de educadores aunemos esfuerzos para
trabajar conjuntamente, en pro de lograr transformaciones de cara a los
avances en el campo de la educacién matematica.

Hacemos eco de los llamados a impulsar la equidad social en el
acceso a practicas poderosas en matematicas, es decir, a aquellas practicas
Gtiles para enfrentar retos sociales y culturales situados en el contexto de los
sujetos. Vemos esta como una via para contribuir a cerrar brechas entre la
educacién proporcionada en paises en desarrollo y desarrollados (Forgasz,
Vale y Ursini, 2010). Por ello, asumimos la investigacion de disefo (Molina,
Castro, Molina y Castro, 2011) como una oportunidad para delinear tareas
en las que los estudiantes construyan, a partir de la evidencia obtenida
por exploracion empirica de situaciones de variacién, enunciados relativos
a fendmenos o hechos abordados en los que argumenten la relacion de
dependencia de las variables involucradas en ellos.

En este dmbito, el tratamiento de la informacién y las conclusiones
que se obtienen, las cuales muchas veces son logradas con el acom-
panamiento efectivo del profesor, se constituyen en oportunidades de
aproximacion al razonamiento cientifico (Hogan, Nastasi y Pressley, 2000).
Aunque no suponemos que se trata del desarrollo del mismo en toda la
extension del término, como resultado del acceso efectivo a un programa
de geometria dindmica emergen nuevas practicas escolares que se apartan
de las caracterizadas con la etiqueta “tradicionales”. En estas practicas,
los estudiantes tienen la oportunidad de acceder a recursos exploratorios
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para formular conjeturas y a recursos discursivos para argumentar de
manera similar a como se explican, defienden y validan afirmaciones en
los ambitos cientificos.

En el marco de nuestro objetivo general de investigacion, que intenta
identificar caracteristicas de ambientes de aprendizaje para la geometria
escolar, mediados por artefactos, que propician el acercamiento de nifios
y jovenes al razonamiento cientifico, en este articulo nos enfocamos en
el proceso de resolucion de problemas por el que transita un grupo de
estudiantes que inicia su Gltimo afio escolar de primaria, en una zona de
la periferia de la Ciudad de México. Identificamos momentos significativos
del aprendizaje de los estudiantes mientras resuelven cuatro problemas
y analizamos las potencialidades de la tecnologia (en este caso de un
programa de geometria dindmica) para promover la aproximacion al
razonamiento cientifico, mediante el cambio de atencion en las repre-
sentaciones graficas, y en su manipulacién, de la percepcién visual hacia
el discernimiento. En el estudio nos apoyamos en elementos de la teoria de
la variacién adaptada por Leung (2003, 2008) de la propuesta de Marton,
Runesson y Tsui (2004). Este marco nos permite reconocer momentos
exitosos que sefialan vias de acceso equitativo al conocimiento y también
nos llevan a identificar dificultades en el proceso de transitar hacia el
razonamiento cientifico, que erosionan los intentos de lograr la equidad.

Razonamiento cientifico

Entendemos el razonamiento cientifico como el proceso de pensamiento
(cognitivo y social) por medio del cual se aborda un fenémeno del campo
de las ciencias (o un hecho del campo de las matematicas) con miras
a entenderlo, explicarlo y hacerlo parte del propio bagaje tedrico. Esta
constituido por los distintos procesos de razonamiento que permean las
acciones de indagacion en el campo de la ciencia, pero que no son exclu-
sivos de ella, pues pueden estar presentes, por ejemplo, en situaciones de
la vida cotidiana y profesional. Entre tales procesos figuran la formacion de
conceptos, la resolucién de problemas, el disefio experimental y la puesta
a prueba de hipétesis (Dunbar y Klahr, 2013). De dicho proceso desta-
camos dos acciones: (1) la construccion, a partir de evidencia obtenida
por exploracion empirica, de un enunciado relativo al fendmeno o hecho
abordado, en el que se explicita una relacién causal o una relacion de
dependencia; y (2) la explicacién argumentada sobre el asunto que plantea
el enunciado. En ambas acciones son transversales distintas maneras de
razonar: induccion, abduccion, deduccion, analogia y correlacion. Vemos
que una via para el desarrollo del razonamiento cientifico puede ser la
introduccién a una perspectiva teérica de la geometria, maxime porque
este es un campo en el que la exploraciéon empirica provee datos que
favorecen la elaboracion de conjeturas y la justificacion.



Optamos por la conceptualizacién propuesta en los parrafos anteriores
pues tuvimos en cuenta consideraciones del contexto en el que desarro-
[lamos nuestro ejercicio investigativo. Podria afirmarse que la experiencia
matematica previa de los estudiantes participantes habia sido muy cercana
a la descrita con la etiqueta “matemadtica tradicional” (modelo de ense-
fianza expositivo) y, en ese sentido, practicas como la explicacion, la argu-
mentacion, la justificacion no formaban parte de su actividad habitual en el
aula; menos atin concebian una clase de matematicas en la que pudieran
hacer experimentos como parte de la construccion de conocimiento.

Equidad social y acceso equitativo al razonamiento
cientifico con el apoyo de tecnologia

Entendemos la equidad social como igualdad de oportunidades para que
nifios y jovenes accedan a formas de actuar en una sociedad cada vez mas
influida por desarrollos tecnoldgicos. Ello implica igualdad de acceso a
practicas educativas de calidad, en donde puedan desarrollar estrategias
de accién y recursos discursivos para resolver problemas, de manera
auténoma, sin importar el estrato social en el cual tienen sus experiencias
escolares (Skovsmose, 1985).

La posibilidad de usar programas de geometria dinamica en la ense-
fanza y el aprendizaje, en tareas cuidadosamente planeadas, ha abierto
caminos a la equidad, al generar nuevas y mas ricas opciones para acceder
al conocimiento matematico y para adentrarse en practicas de produccién
de conjeturas y justificaciones, rebasando el universo perceptual en el que
usualmente se ubican los estudiantes, cuando se involucran en acercamien-
tos visuales e intuitivos, mas alejados del mundo matematico. En las ciencias,
y especialmente en matematicas, la validacion estd sujeta a la presentacion
de garantias generales como respaldo a las afirmaciones hechas, que rebasan
la experiencia sensorial. La gestion de la tension entre el funcionamiento en
el universo empirico y el tedrico de las matematicas, y en particular de la
geometria, es uno de los principales retos de quienes pretendemos impulsar
experiencias de aprendizaje significativas, que permitan el desarrollo del
razonamiento cientifico. Se requieren estudios que examinen en profundi-
dad el efecto de esta tension, sobre la posibilidad real de acceso equitativo
de los estudiantes al mundo de la geometria, y por esa via al razonamiento
cientifico, a partir de situaciones de exploracién empirica.

Cuando los estudiantes exploran representaciones geométricas cuya
apariencia visual se modifica, mientras que las propiedades caracteristicas
de los objetos representados permanecen invariantes, las representaciones
adquieren una nueva dimension, que va mas alld de lo perceptual visual
estdtico y avanza hacia una externalizacion grafica de la variacion de
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los diferentes atributos que son susceptibles de cambiar, en tanto que las
propiedades determinantes permanecen invariables. En ese sentido, la
exploracion de representaciones en geometria dindamica puede favorecer
el descubrimiento y la generalizacion de propiedades geométricas y de
relaciones entre propiedades que surgen de su manifestacion en casos
particulares, para plasmarse en enunciados generales. Por eso afirmamos,
como lo plantean Healy (2000), Jones (2000), Laborde (2000), Mariotti
(2000) y Olivero (2003), que los programas de geometria dinamica tien-
den un puente entre estos dos universos (empirico y teérico) y pueden
aprovecharse para favorecer el transito entre ellos.

Fases en la resolucién de problemas

Segun la teoria de la variacion, el aprendizaje de las matematicas esta
generalmente relacionado con el proceso de construccion de significado
de ideas abstractas que realizan las personas cuando visualizan variaciones
de los objetos a las que se refieren, con la esperanza de detectar regulari-
dades y descubrir propiedades mateméticas (Leung y Lopez-Real, 2000).
Las propiedades son cualidades invariantes de los objetos o fenémenos,
las cuales deben discernirse como parte del proceso de construccién de
significado acerca de estos; es decir, deben ser foco de atencién por parte
de quien construye su significado.

En la teoria de la variacion los siguientes supuestos son centrales:

1. El discernimiento de una propiedad se favorece si esta se recono-
ce como uno de los posibles valores de un atributo; la propiedad
se percibe como cualidad comdn (o igual) a varios objetos de la
misma clase en los que varian atributos no relevantes o que no
son de interés. Ademas, se experimentan situaciones de variacion
en las que el atributo toma otros valores mientras se mantienen
invariantes los valores de atributos que no son de interés. Es decir,
se construye significado a través de la diferencia.

2. No basta ser informado sobre las propiedades de un objeto para
construir significado acerca de las mismas. Por el contrario, el
aprendizaje depende de experimentar personalmente la variacion
de un atributo, diferenciar posibles valores del mismo (o cualidades)
e identificar en el objeto el valor especifico invariante (o cualidad
invariante). Cuando los estudiantes experimentan la variacion de
esa manera, perciben el atributo como una dimension de variacion.

3. Cuanto mayor sea la diversidad de dimensiones de variacién ex-
perimentadas en donde se estudien propiedades de un objeto, in-
cluso de manera simultdnea, la experiencia de aprendizaje es mas
rica. Esto es, el significado que se construye del objeto depende de
las experiencias de variacion que se tengan, en relacién con una
o mas cualidades esenciales de este.



Para comprender estas ideas, es necesario diferenciar entre atributo,
dimensién de variacion, cualidad y propiedad. El término atributo se
refiere a una caracteristica diferenciadora de los objetos (por ejemplo el
color, la temperatura, el area, etc.). La dimensién de variacién alude a un
rasgo distintivo de los atributos: adoptan mas de un valor (son variables);
uno de tales valores es la cualidad. Por ejemplo, para el caso del atri-
buto color, cierto objeto tiene la cualidad de ser rojo o de ser amarillo.
Una propiedad se refiere a una cualidad del atributo que determina un
objeto, por ser una cualidad esencial invariante de este. Una experiencia
de variacion conduce entonces a discernir una propiedad o mas como
cualidades esenciales invariantes de una o mas dimensiones de varia-
cién. Cuando se discierne mdas de una cualidad se hace referencia a la
simultaneidad en la identificaciéon de cualidades esenciales del objeto o
fenémeno, lo cual contribuye de manera contundente a la construccién
de significado.

Por lo general, en el aula de clase, la construccion de significado de
los objetos geométricos se lleva a cabo por medio de la visualizacién o
exploracion de representaciones concretas y estdticas que ejemplifican
positiva y negativamente los objetos, donde es posible percibir cualidades
de estos, como la congruencia de los lados o dngulos, la equidistancia,
etc. Pero no se acostumbra involucrar a los estudiantes en actividades
matematicas en las cuales ellos puedan experimentar la variacion y reco-
nocer las propiedades de los objetos como cualidades invariantes, como
por ejemplo, la longitud, la amplitud angular o la distancia.

Con la introduccion de los programas de geometria dindmica en el
aula de clase surge una nueva manera de experimentar las dimensiones de
variacion, el movimiento, que permite establecer propiedades de los obje-
tos geométricos representados, por su invariancia al arrastre de elementos
de la representacion. Los programas de geometria dinamica proveen una
cuasi realidad, de naturaleza euclidiana, corporeizada en la tecnologia
computacional que explicita dimensiones de variacion de atributos, en una
experiencia cualitativamente diferente al uso de papel y lapiz, en la que
los objetos geométricos se ven en movimiento. Con frecuencia, en lugar
de estudiar la congruencia de dos lados en varios ejemplos y no ejemplos
de tridngulos isdsceles, los programas de geometria dinamica permiten la
experiencia de arrastrar un vértice de un triangulo isésceles, construido
de manera robusta (Healy, 2000), y percibir la cualidad esencial como un
invariante al movimiento que produce modificacion de las longitudes de
los lados. Incluso, la experiencia de arrastrar un vértice de un tridngulo
construido de manera blanda (Healy, 2000) con la herramienta segmento,
procurando que las medidas de las longitudes de dos lados se mantengan
iguales, provee una experiencia de control de la cualidad esencial en
el curso de la variacion, cualitativamente diferente a la experiencia de
representar triangulos con dos lados de igual medida, en papel y lapiz.
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Pero aprender a sacar provecho de esta nueva experiencia de varia-
cién no es un proceso facil ni espontaneo. Segin Leung (2008), en la
resolucion de un problema geométrico con el uso de un programa de
geometria dindmica los estudiantes enfocan la atencién en atributos de las
representaciones graficas y generan estrategias de manipulacién sobre estas
que avanzan en ciclos de cuatro fases. Leung las denomina: inocencia,
adquisicion, internalizacion y trascendencia. Cada fase se diferencia de la
otra por el provecho sacado al movimiento por arrastre para experimentar
dimensiones de variacién, discernir propiedades (aisladas o simultanea-
mente), y generar con ello una experiencia de construccion de significado.
A continuacion describimos nuestra interpretacion de cada una de ellas.

Inocencia

Ocurre, o bien cuando los estudiantes se enfrentan a la resolucion de un
problema usando por primera vez un programa de geometria dindmica; o
bien cuando, a pesar de tener alguna experiencia con el programa, es la
primera vez que enfrentan la resolucién de un problema especifico con el
apoyo de este. Los estudiantes enfocan la atencion en uno o varios atributos
de un objeto geométrico, pero quizas vistos de manera independiente y
estatica, no como dimensiones de variacién. En ese sentido, las cualidades
no se ven como invariantes al arrastre sino como valores especificos de
ejemplos, logrados al hacer una construccion robusta o mediante una cons-
truccion blanda que se ajusta mediante el arrastre. Hacer o usar una repre-
sentacion blanda, en la que al arrastrar alguno de sus elementos se pierde
la cualidad que se quiere enfocar, puede ser Gtil para que los estudiantes
establezcan un contraste entre aquellas representaciones que tienen la
cualidad esencial y aquellas que no la tienen, pero no lo es tanto para
separar tal cualidad del objeto y llegar a verla como invariante determinante
de este, incluso aunque varien otros atributos de este con el movimiento.

Adquisicién

Ocurre cuando los estudiantes se familiarizan con algunas de las opciones
de construccion del programa de geometria dindmica y en especial con
la funcién de arrastre como herramienta de verificacién de la presencia
de las cualidades esenciales en una representacion, o de generacién de
una representacion que tenga ciertas cualidades impuestas por arrastre.
El arrastre de los elementos de una construccion contribuye a contrastar
aquellas representaciones en las que la cualidad es invariante al movi-
miento (y se constituye como propiedad), de las que no. La atencién de
los estudiantes esta puesta en obtener una representacion adecuada en
el entorno de geometria dindmica y no necesariamente en identificar la
cualidad esencial lograda con la representacién como un invariante, por
lo que no se enfocan en el atributo como una dimensién de variacion.



Internalizacién

Ocurre una vez que la familiaridad con las herramientas de construccién
del programa de geometria dinamica, especialmente con el arrastre para
experimentar mediante el movimiento dimensiones de variacién, permite
que los estudiantes se enfoquen en la resolucién del problema desde el
punto de vista matematico y logren la generalizacion de propiedades del
objeto en estudio. Estas son vistas como propiedades invariantes, es decir
que no dependen de variaciones de otros atributos, en un continuo de
representaciones. Este proceso es el que, desde nuestro punto de vista, da
la entrada al mundo tedrico, pues los estudiantes comienzan a reconocer
las cualidades esenciales como propiedades geométricas generales que
determinan los objetos matematicos. El foco de atencién apunta a lo mas
relevante del problema por resolver, desde el punto de vista matematico.

Trascendencia

Ocurre cuando los estudiantes se enfocan en la cualidad esencial lograda,
independientemente del problema especifico resuelto, por lo que el
procedimiento se vuelve una herramienta para construir otros objetos
geométricos, que comparten la cualidad esencial. Ello permite enfocar
la atencion en la dimensién de variacién de los atributos y en valores
especificos de estos en entidades de diversa naturaleza.

De acuerdo con Leung (2008), en el momento de enfrentar un nuevo
problema, que implique identificar nuevas cualidades esenciales como
invariantes al movimiento por arrastre, los estudiantes transitan por las
cuatro fases anteriores, aunque la experiencia acumulada acelera el pro-
ceso. Ademas, en la resolucién de un problema, el transito de una fase a
la otra no es ni simple, ni espontaneo, ni necesariamente secuencial, y los
estudiantes pueden incluso regresar a una fase previa, en alglin momento,
en lugar de avanzar. En este transito, la gestion del profesor es central.
El es el encargado de favorecer la atencién en el discernimiento de las
dimensiones de variacion y de las cualidades esenciales, con el objetivo
de ir identificando las estrategias Utiles para resolver el problema.

Aspectos metodoldgicos

Un experimento de ensefianza enmarcada en la investigacion de diseno
mencionada se llevé a cabo en una escuela pdblica en la periferia de la
Ciudad de México. Se realizaron tres sesiones de clase, cada una de 90
minutos (septiembre 17, 22 y 24 de 2015), al comienzo del afno escolar,
cedidas por la maestra del curso sexto de primaria, quien es la encargada
de impartir todas las clases, excepto Educacion Fisica y Computacion.
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El ndmero de estudiantes fluctué entre 25 y 30 debido a inasistencia de
algunos de ellos a algunas sesiones. Los estudiantes trabajaron en grupos de
dos o tres, utilizando el programa de geometria dindmica Cabri, instalado
en computadores de escritorio.

La meta de la instruccién era que los nifios construyeran un triangulo
equilatero y justificaran por qué su construccién permitia garantizar que
los lados del triangulo eran congruentes. Esperabamos que la congruencia
de lados fuera vista por ellos como una propiedad que caracteriza este tipo
de triangulos, por lo que la justificacion no podia basarse en la percepcion
visual de la congruencia o en la verificacién de la igualdad de medidas
en una representacion estatica, sino en la relacién de congruencia de
lados invariante ante el cambio en las cualidades de otros atributos de la
representacion. Por esta razon, decidimos introducir el uso del programa
de geometria dinamica Cabri, aunque los estudiantes no lo habian usado
previamente. Teniamos como hipétesis de aprendizaje que la produc-
cién de construcciones robustas les permitiria no solo experimentar la
invariancia de la congruencia de los lados al variar otros aspectos de la
representacion, sino que las opciones del programa usadas para lograr las
construcciones robustas les brindarfan las garantias geométricas para lograr
justificar la congruencia matematicamente, y por lo tanto aproximarse al
universo teérico de la geometria y, por esa via, al razonamiento cientifico.
Esta hipdtesis nos permitia, ademas, dar a los ninos oportunidades para
acercarse a la tecnologia y vivir una experiencia que facilitaria un acceso
equitativo al conocimiento matemadtico.

La secuencia de tareas se planed de tal manera que los dos primeros
problemas apuntaran a que los estudiantes identificaran y generalizaran
dos invariantes que caracterizan la circunferencia: (1) los puntos de la
circunferencia equidistan de su centro, y (2) los segmentos radiales o radios
de una circunferencia son congruentes. A medida que iban aprendiendo a
usar el programa, esperdbamos que consideraran la circunferencia como
una opcion para construir, verificar y justificar equidistancias entre puntos
y congruencias de segmentos. El tercer problema pedia a los estudiantes
construir un tridangulo isésceles y justificar por qué se podia afirmar que lo
era.Y finalmente el cuarto problema pedia construir un tridngulo equilatero
y justificar la congruencia de los tres lados. La construccién de significado
de la congruencia de lados como propiedad que permite caracterizar a
los tridngulos isésceles y equilateros se impulsé mediante el aprovecha-
miento de la funcion de arrastre para que los estudiantes discernieran y
generalizaran la relacién geométrica como cualidad invariante.

El plan oficial mexicano de estudios para quinto de primaria (Secre-
taria de Educacién Popular, ser, 2011, p. 80) senala el siguiente contenido
“Distincion entre circulo y circunferencia; su definicion y diversas formas
de trazo. Identificacion de algunos elementos importantes como radio,



diametro y centro”. Para abordarlo, en los textos oficiales se plantean cinco
lecciones. Una de ellas, nombrada “La misma distancia”, pretende “Ilustrar
a los estudiantes el concepto de circunferencia como el conjunto de puntos
que estan a la misma distancia de otro punto al que se le llama centro” (sep,
2013, p. 279). En otra leccién se busca que los nifos identifiquen que “el
circulo tiene un ndmero infinito de diametros” (p. 284). En diversas tareas
se pretende que exploren dichos conceptos y relaciones, usando diversos
contextos y problemas. Se pide, por ejemplo, ubicar todos los puntos a la
misma distancia de un punto dado, encontrar el centro de una circunferencia
usando dos didmetros, construir circunferencias usando el compas e infor-
macién como la medida del radio o del didmetro. Sin embargo, los cono-
cimientos iniciales sobre la circunferencia que tenian los estudiantes con
los que interactuamos no iban mas alla del reconocimiento visual de la cir-
cunferencia y el radio, como pudimos detectar en los didlogos sostenidos.

Una de las investigadoras actu6 como profesora, gestionando las sesio-
nes de clase'. La otra investigadora estuvo presente en las tres sesiones
de clase, colaboré con el manejo de la camara de video y en ocasiones
interactud con algunos estudiantes en calidad de otra profesora en la clase.
Los enunciados de los cuatro problemas se reportan en el Cuadro 1. Los
estudiantes trabajaron en grupos de dos o tres nifios, no siempre con los mis-
mos integrantes. Al terminar cada sesién, se hizo una puesta en comun, asi
como al comenzar la segunda sesion, para repasar qué se habia aprendido.

Cuadro 1. Enunciados de los problemas propuestos en el experimento de ensefanza

Problema Enunciado
Determinar varios puntos que estén a la misma distancia
Pl Equidistancia de un punto dado A. Identificar en qué objeto geométrico
’ a un punto se encuentran todos los puntos que estan a la misma
distancia de A.
Congruencia de Encontrar una propiedad comun a todos los radios de una
radios. Parte | circunferencia.
P2: e ETER el Encontrar qué figura describe el extremo de un segmento
radigs Parte 2 de longitud fija cuando este gira alrededor del otro extremo
’ que esta fijo. Encontrar una propiedad de la figura descrita.
P3: Triangulo Construir un tridngulo isosceles, escribir el procedimiento
’ isosceles de construccion vy justificar por qué es isdsceles.
Pe: Triangulo Construir un tridngulo equildtero, escribir el procedimiento
’ equilatero de construccion y justificar por qué es equilatero.

Fuente: elaboracion propia.

1 Las investigadoras hicieron las veces de profesoras e interactuaron con los estudiantes
con ese rol. La profesora titular observo el proceso, pero no participé en este. En ade-
lante, nos referimos a profesora, pero debe entenderse que se trata de alguna de las
profesoras-investigadoras.
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La informacién empleada en el andlisis corresponde a la transcripcion
completa de las videograbaciones de la interaccion comunicativa sostenida
entre alguna de las profesoras y los grupos de estudiantes, asi como en
la puesta en comin. Por lo general, al dirigirse a un grupo, la profesora
comenzaba el didlogo pidiendo a los nifios que narraran lo que habian
hecho e incluso les pedia que hicieran una reconstruccion de las acciones
realizadas con el programa de geometria dindmica. También se recogieron
las hojas en las que algunos estudiantes reportaron la resolucion de los
problemas P3 y P4.

Los datos para el analisis corresponden a fragmentos representativos
de interaccién comunicativa, en los que es posible reconstruir las estra-
tegias seguidas por los nifios y la mediacion de la profesora. Empleamos
las fases sugeridas por Leung (2000) para organizar la descripcién y el
analisis de la resolucion de cada problema, visto cada uno como un ciclo
de aprendizaje. Estas fases nos permiten sefalar aspectos criticos del apren-
dizaje de la geometria y del avance en el razonamiento, con el apoyo del
programa de geometria dinamica. En busca de indicadores de equidad,
rastreamos qué estrategias de accion se constituyeron para los estudiantes
en recursos de exploracién y construccién activa de conocimiento, qué
experiencias les permitieron avanzar hacia el discernimiento de propieda-
des geométricas, qué acceso tuvieron a recursos discursivos para construir
argumentos propios, comunicar su razonamiento y confrontarlo con los
de sus compaferos y qué muestras dan de trabajo auténomo para resolver
los conflictos que se les presentan.

Optamos por emplear la técnica de vifietas para presentar el andlisis.
En ese sentido, hacemos una reconstruccion de lo sucedido en cada
sesion, articulando descripciones con interpretaciones e inferencias del
aprendizaje de los estudiantes, a partir de la teoria. Dondequiera que
vemos oportuno hacerlo, incluimos fragmentos de interaccion a manera
de didlogo, o Gnicamente reconstruimos los hechos.

Analisis

En las producciones de los estudiantes identificamos, en cada fase, las
maneras como ellos experimentan la variacion y construyen el significado
de las propiedades de equidistancia y congruencia al resolver los proble-
mas. A continuacion exponemos el analisis realizado, centrandonos en el
transito de los estudiantes por las diferentes fases de la resolucion de los
problemas P1y P3 —no necesariamente todas, pues no siempre recorrieron
las cuatro fases.



Problema 1. Equidistancia a un punto dado A

Se propone el problema a los estudiantes después de un corto tiempo
en el que, por solicitud de la profesora, ellos despliegan las ventanas del
programa Cabri para leer las opciones que hay en cada una de ellas; luego
buscan como determinar diez puntos en la pantalla y los nombran con
letras mayusculas de la A a la J. Mientras que los estudiantes trabajan en
parejas o trios, la profesora interactiia con ellos para darles indicaciones,
en caso necesario, hasta que todos los grupos logran determinar diez
puntos, nombrarlos y arrastrarlos por la pantalla usando la herramienta
apuntador. Después, la profesora les indica la tarea: “Colocar todos los
puntos de manera que queden a la misma distancia del punto A”.

Fase de inocencia

Casi todos los grupos de estudiantes interpretan la instruccién “a la misma
distancia del punto A” asumiendo que se trata de “alinearlos” igualmente
separados, comenzando por Ay terminando en /. Por eso ubican los puntos
en fila, entre A'y J, tomando como referencia la posicion de Ay B de para
localizar los demas puntos alineados a estos, igualmente separados unos
de otros y en orden alfabético. Algunos grupos realizan una configuracién
inicial un poco diferente, al proponer dos “filas” de puntos igualmente
separados entre si en cada fila, de tal suerte que los puntos A, F, H, 1, J,
estan mas o menos en la misma linea e igualmente separados, los puntos
B, C, D, E, G, parecen estar en otra linea y las distancias entre dos puntos
de una fila parecen reproducirse en los puntos inmediatamente debajo
(Figuras Ta'y 1b).

Probablemente las experiencias previas de los estudiantes relacio-
nadas con la igualdad de distancias, tanto al hacer filas en el patio como
en tareas que implican el uso de una regla graduada, tienen que ver con
establecer la misma distancia entre cada dos puntos consecutivos de la
secuencia y no a la misma distancia a uno dado.

.
I.

A

O
m-
(OJCIEN

B
Figura 1a Figura 1b

Por ser la primera vez que usan el programa de geometria dindmica,
lo emplean como si estuvieran trabajando en papel y lapiz, determinando
los puntos donde ellos consideran que se cumple la relacion pedida.
Aunque mueven los puntos, esta accion esta relacionada mas con dibujar
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y borrar, para lograr la equiseparacion, que con la intencién de hacer
variar la direccion, la colinealidad, la interestancia o la distancia que los
separa. No se sorprenden por poder arrastrarlos. Su atencion estd puesta
principalmente en lograr una cierta ubicacién; no se enfocan en la funcién
de arrastre, y lo que ellos consideran como equidistancia se ilustra con los
puntos ubicados en posiciones como las que muestran las figuras Ta'y 1h.

La profesora interactta con los estudiantes, con el propésito de lograr
que empiecen a ver el arrastre como recurso de exploracién y centren la
atencion en el punto A, que debe servir de referencia para la ubicacién
de los demas puntos, pues todos deben quedar equidistantes de A. A unos
estudiantes les pide que muevan a A hacia un lugar céntrico de la pantalla,
distinto del que estaba, y luego que muevan los demds puntos “hasta que
queden a la misma distancia del punto A”. A otros les pide que sefialen con
el dedo la distancia del punto A al punto B y la distancia del punto A al
punto D; luego les indica que arrastren los puntos hasta lograr que ambas
distancias sean iguales. Desde el punto de vista de la teoria de variacion,
ella pretende generar oportunidades para impulsar un avance hacia el
discernimiento de la relacién de equidistancia a un punto, evocando las
experiencias cotidianas y escolares de los nifios sobre distancias entre
puntos (trayectorias recorridas, trazos de caminos, ubicacién en un plano
cartesiano) para que interpreten la relaciéon “misma distancia a un punto”
como diferente de “misma distancia entre puntos”.

Las indicaciones de la profesora tienen efectos diferentes en los nifios
y conducen a estrategias de accion distintas. Por ejemplo, Samanta (quien
habia hecho la configuracion inicial de la figura 1a) arrastra el punto A y
lo ubica hacia el centro de la pantalla. A continuacién, arrastra los puntos
B, C, D... hasta que logra una configuracion muy parecida a la anterior,
determinada por la nueva posicion del punto A y por un mayor cuidado
respecto a la colinealidad y a la distancia entre dos puntos “consecutivos”
en la secuencia de puntos. Su compaiero, Gustavo, sefiala los puntos A,
By Ey dice: “tenemos que tener todos los puntos a la misma distancia de
A, pero ahi no es”. La profesora opta por pedir a la nifia que ubique a B en
una posicién no alineada con los demas y luego les pide que “ubiquen a C
a la misma distancia de A que como estad B”. Con ello busca que la pareja
de puntos A, B se destaque, para que Samanta se enfoque en la distancia
entre ellos y la use de referencia para ubicar los otros puntos a la misma
distancia. Esta intervencion intenta impulsar el discernimiento de la relacién
de equidistancia, con el apoyo del cambio de posicion de puntos. Samanta
parece haber captado la idea pues ubica a C perceptualmente a una distancia
de A similar a la distancia AB como se muestra en la figura 2. Ella comienza
a comparar perceptualmente la distancia de A a B con la de a otros puntos
y no cada dos puntos entre si.



Figura 2

Javier, quien parte de la figura 1b, ubica a C perceptualmente a la
misma distancia de A como esta B. Parece que logra interpretar de manera
apropiada la relacion de equidistancia, cambiando la posicion de C a
un lugar en el que la relacion de equidistancia se verifica. Pero cuando
la profesora le pide ubicar otro punto que esté a la misma distancia, lo
ubica superpuesto a C. Quizas prima la idea de alineacién y no se le
ocurre que los puntos que equidistan de A pueden no estar alineados.
En términos del uso del programa, el estudiante no sabe adn que si dos
puntos se superponen, representan el mismo punto, geométricamente
hablando. Por solicitud de la profesora, busca posiciones que “estén a la
misma distancia, pero no encima”. Arrastra los puntos £y D, y propone
una configuracién como la de la figura 3b. Los puntos B, C, D y E estdn
aproximadamente a la misma distancia de A mientras que los demas no.
La configuracion ilustra el contraste entre “misma distancia” y “diferente
distancia”. Javier termina de arrastrar los puntos y logra una configuracién
como la de la figura 3c. Poco a poco, mediante una construccion activa,
los grupos van obteniendo configuraciones similares.

- . . y C
© C J H F o -J
A L e =20 5 o oo 5 E D
FH 1 J E A D | -
B D E G B G I, ‘G
F B
Figura 3a Figura 3b Figura 3c

Fase de adquisiciéon

Cuando los estudiantes entrevén que los puntos tienen una disposicion
circular, la profesora los invita a buscar una herramienta del programa que
les permita construir circunferencias. Algunos estudiantes juegan con la
opcioén “circulo”, para instrumentalizar su funcionamiento y volverla una
herramienta de exploracién. Apoyados por las instrucciones de la profe-
sora, o de compafieros a quienes ella les ha dado indicaciones, construyen
una circunferencia con centro en A y radio AB. Luego, por sugerencia de
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la profesora, “acomodan” los demas puntos para que la representacion
quede “mejor”. Ellos colocan los puntos para que perceptualmente se
vean como si estuvieran en la circunferencia (figura 4).

La accién que detona el cambio de fase es la ubicacién de algunos
puntos alrededor del punto A y no alineados, lo que hace mas evidente el
contraste entre aquellos puntos que estan a la misma distancia de A, de los
que no lo estan. Esto les da una idea a los estudiantes sobre como resolver
el problema aprovechando la opcién que brinda el programa Cabri. La
atencion se enfoca en lograr la representacion adecuada. Se dan cuenta
de que la circunferencia les permite ubicar varios puntos equidistantes de
A como B, pero alin no usan el arrastre para explorar o verificar relaciones
geométricas y no identifican la equidistancia como una relacién que hay
que preservar, pese a que otros aspectos de la representaciéon cambien. En
ese sentido, los estudiantes atin no ven la circunferencia como un lugar
geométrico, no generalizan la propiedad de equidistancia a un punto como
propiedad de cualquier punto de la circunferencia y, adicionalmente,
quedan satisfechos con el ajuste perceptual. AGn no diferencian entre una
construccién blanda y una robusta. La profesora interviene para centrar la
atencion en la inestabilidad de la construccién realizada y por lo tanto en
las variaciones que pueden experimentar las distancias entre los puntos.
Les pide arrastrar el punto A. Algunos estudiantes, como Javier, arrastran
levemente el punto A, anticipando que la mayoria de puntos quedaran
fuera de la circunferencia. Su compafera Estefania, lo tranquiliza: “Ahorita
los movemos”, dandole a entender que podran recuperar la configuracion
arrastrando los puntos. Ella da muestras de autonomia para resolver el
problema que enfrentan.

Figura 4

Aunque la atencion de los estudiantes parece estar puesta en la ubica-
cién de puntos sobre la circunferencia construida, su accion se constituye
en una experiencia exploratoria en la que relacionan la posicién de y
con la posicion que deben tener los demds puntos que estan a la misma



distancia de que. Es evidente que los estudiantes contrastan cuando se tiene
y cuando no se tiene la equidistancia, pero no saben atin cémo lograrla
como una propiedad. Probablemente tienen un significado de la situacion
relacionado con la desorganizacién perceptual de la representacion con la
que estaban haciendo ostensiva la equidistancia, pero no con el hecho de
no haberse apoyado en propiedades geométricas de objetos para hacer la
construccion. Esta es una estrategia de accién que debe aprenderse al usar
un programa de geometria dindmica, pues solo las construcciones robustas
mantienen invariantes las cualidades esenciales cuando los elementos de
la construccion se arrastran.

La profesora explica a todo el curso como construir un punto nuevo
que “pertenece” a la circunferencia; enfatiza en que el punto no debe
quedar adentro sino en la circunferencia y les pide fijarse en el letrero
que sale en la pantalla de Cabri al acercar el apuntador a aquella. Luego,
les pide que contrasten el comportamiento del punto, construido en la
circunferencia, con el de otros puntos, cuando los arrastran. El movimiento
de P acapara la atencion de los estudiantes, quienes dificilmente perciben
la “misma distancia” de cada punto de la circunferencia al punto . no es
visto como cualquier punto de la circunferencia (una variable), sino como
un punto que se mueve en una trayectoria especifica.

En busca de reorientar la atencién en la equidistancia, la profesora
pregunta por la caracteristica del movimiento de . Como ningtn estudiante
responde, ella dice: “[] se mueve y siempre esta a la misma distancia de
”. Les pide borrar toda la construccién, comenzar por una circunferencia
y determinar varios puntos que pertenezcan a ella. Una vez construidos
varios puntos en la circunferencia, ella insiste en enfocarse en la propiedad
de interés: equidistancia. Los estudiantes consideran que los puntos cons-
truidos tienen dos propiedades: estan en la circunferencia y se mueven en
ella. Solo por insinuacién de la profesora identifican que estan a la misma
distancia del punto . La experiencia del arrastre desplaza la atencion de
la distancia al movimiento. Quizas si la profesora les hubiera sugerido
mover algunos puntos, buscando una relacién entre las distintas posiciones
de estos y el punto , los estudiantes podrian haber recuperado el foco de
atencion en la equidistancia de los puntos a . Pero la pregunta por una
“propiedad” o “caracteristica” no logra cambiar el foco de atencién. Para
que se fijen en tal relacion les pregunta directamente por la equidistancia
con respecto a cudl punto. Javier da la respuesta que ella espera: “del punto
A”. En términos de la resolucion del problema, los estudiantes cumplen
la misién encomendada pues representan puntos que equidistan de , en
una construccién robusta. Ademas, usan el arrastre como herramienta de
verificacién de una propiedad invariante, como es la trayectoria circular
de los puntos. Pero no han fijado la atencién en la equidistancia como
invariante caracteristico.
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Fases de internalizacion y trascendencia

La actividad matematica de los estudiantes relacionada con el problema
de identificar el lugar geométrico de puntos que equidistan de un punto
dado llegd en ese momento hasta la fase de adquisicién. No hubo lugar a
experiencias de variacién que permitieran separar la equidistancia como
un valor especifico de la relacion entre los puntos de una circunferencia
y el centro de esta ni a generalizar la equidistancia como un invariante
de la circunferencia. En una puesta en comin, que sucede después de
trabajar en el segundo problema, la profesora intenta suplir esta deficiencia
mediante un ejercicio de ubicacion de los estudiantes en el salén. Propone
una tarea similar a la sugerida en las lecciones del texto guia, aunque
previamente este no se habia revisado. Pide a los estudiantes ubicarse a la
misma distancia de un nino seleccionado. Los ninos se ubican alrededor,
formando una circunferencia y la profesora les pregunta por una caracteris-
tica comin a todos los puntos de una circunferencia. Dénovan responde:
“estan a la misma distancia”. Sin embargo, creemos que los estudiantes
siguen enfocados en la manifestacién perceptual de la equidistancia,
porque adn no se ha introducido el uso de la medida. A pesar de ello, la
experiencia desarrollada brinda a los nifios oportunidades para discernir
mediante un proceso de exploracién con herramientas Gtiles (como el
arrastre y la construccion de circunferencias), comunicar sus hallazgos y
resolver con autonomia situaciones problematicas. Estos son algunos de
los indicadores de equidad encontrados en esta parte de la experiencia.

Problema 3: construccion de un triangulo isosceles

Dado el interés por dar a los estudiantes oportunidades de explorar,
discernir y argumentar, el énfasis del problema P3 esta en el proceso de
construccién de un triangulo isosceles y en la justificacién de por qué
es isosceles, y no en llegar a la definicion de este tipo de triangulo. Por
ello, antes de comenzar a resolverlo, la profesora con intervenciones de
algunos estudiantes, reconstruye las definiciones de triangulo equilatero,
isosceles y escaleno.

Fase de inocencia

Si bien los estudiantes han ganado cierta experiencia en el uso del
programa de geometria dindmica, en este nuevo problema transitan otra
vez por esta fase. No obstante, el arrastre cambia de funcionalidad. Se
usa para obtener un ejemplo, mediante una representacion estatica, que
perceptualmente cumple la propiedad de congruencia de dos lados.



La herramienta de arrastre se complementa con la de medida, un nuevo
recurso de exploracion, para lograr una posicién en la que dos de las
medidas coincidan o para verificar tales medidas.

Todos los grupos hacen construcciones blandas, a partir de tres seg-
mentos concatenados, cuyas longitudes muestran en la pantalla o a partir
de la opcién “Tridngulo”; usan el arrastre para lograr que dos lados midan
lo mismo. Esta experiencia permite a los estudiantes contrastar represen-
taciones que tienen la propiedad de congruencia de dos lados de las que
no, experimentando la congruencia como dimension de variacion. Incluso,
la atencion puesta en lograr dos lados de igual longitud les hace perder el
interés por la posicion espacial, ampliando el universo de ejemplos con
representaciones en posiciones no estandar. Sin embargo, los estudiantes
no buscan un procedimiento que les permita hacer una construccion
robusta, por lo que ain no identifican la congruencia como cualidad
esencial invariante de un triangulo isésceles. En la figura 5 se muestran
dos ejemplos de representaciones.

B

.40 cm 4,84 ¢
438 cm
4,84 cm
‘A A c 3,66 cm
Equipo de Carolina y Samanta Equipo de Teresa y Belén

Figura 5

El uso simultaneo del arrastre y la medicion les da retroalimentacion
inmediata y Gtil a algunos grupos y les permite hacer los ajustes necesarios
y lograr una representacién de un triangulo isésceles. Algunos ejemplos
de sus descripciones son:

Teresa: Primero pusimos tres segmentos [...] y ya después [...], los aco-
modamos de manera que dos quedaran iguales y uno quedara dife-
rente.

Ariel: Estamos tratando de hacer un triangulo isésceles. Para saber si
[dos lados] miden lo mismo, le ponemos aqui [sefala la opcién “Dis-
tancia y longitud”] para medir los [lados] azules [del triangulo]; [toma
la medida de los tres lados]. Y si no miden igual, los vamos acomodan-
do. [Arrastra un vértice hasta lograr dos lados de igual longitud.]

Otros grupos tienen dificultades con la instrumentalizacion de la op-
cién “Distancia y longitud”. Este es el caso de Guadalupe y Joshua, que
no usan adecuadamente la opcion, pues han construido el triangulo
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usando la opcién “Tridngulo del mend” y entonces el programa provee
el perimetro. Sin embargo, ellos afirman que dos lados son iguales, sin
apoyarse en la medida como “garantia” de esta afirmacion. La profeso-
ra promueve una conversacion al respecto.

Profesora:  [En la pantalla tienen dibujado un triangulo con aparien-
cia de is6sceles, pero solo aparece la medida del perimetro.] ;Ese tridn-
gulo es isésceles, Guadalupe?

Guadalupe: Si.
Profesora: ~ ;Como sabes?
Guadalupe: Porque tiene sus dos partes iguales.

Profesora: Y como sabes que tiene sus dos partes iguales? [...] sLas
midieron? [...] Yo solo veo una medida [...] estdn midiendo el peri-
metro. Acércate [con el mouse| y mira lo que dice ahi, cuando sale el
letrerito rojo: “perimetro”. Ese no es el lado. [La profesora les ensefia
cémo medir un lado] Este ladito mide 7,24 [] y este [ 7,23. Parece
isosceles [...].

Para Guadalupe, el hecho de no obtener sino un ndmero al activar la
opcién “Distancia y longitud” no constituye un problema, ni se inte-
resa por averiguar qué informacién brinda ese nimero. Quizas usé la
opcién por insinuacién de la profesora o de alglin compafero. Pero
ella basa la identificacion de la congruencia de los lados simplemente
en la apreciacion perceptual de la igualdad de medidas.

La profesora objeta esta manera de obtener informacion y le pregunta
si ella midi6 los lados. Pero como de inmediato se da cuenta de que los
estudiantes han empleado erréneamente la opcion que brinda el programa,
ella se centra en explicar el funcionamiento de la herramienta “Distancia y
longitud” y no en discutir con ellos qué informacién se obtuvo. Cabe sefia-
lar que cuando se trabaja con lapiz y papel el perimetro de un poligono
no se obtiene haciendo una tnica medida, sino determinando las medidas
de los lados y luego sumandolas. En ese sentido, el resultado numérico
obtenido por Guadalupe y Joshua es quizas considerado como la medida
de un lado. Pero como no pueden obtener la otra medida, desisten del
intento y toman la decisién con base en la percepcion.

Otro tipo de intervenciones de la profesora tienen el propésito de
introducir el arrastre como herramienta de verificacién de las propiedades
que se dice que tiene la representacion hecha. Es su manera de guiar el
avance hacia el andlisis de las cualidades esenciales del tridngulo isésceles
como invariantes al arrastre. Estas intervenciones suceden cuando los



estudiantes, a partir de que ella lo sugiere, arrastran vértices del tridngulo
construido y se pierde la congruencia de los lados. Estas son algunas de
las intervenciones dirigidas hacia algtn estudiante:

Ejemplo 1. [Profesora a Guadalupe]: jAhi ya no [es isosceles]! Enton-
ces necesito construir uno que por mas que lo movamos para todos los
lados, [estos] sigan iguales [en su medida] ;Qué se les ocurre hacer?

Ejemplo 2. [Profesora a Ariell: [...] no estd bien disefiado porque si
mueves un vértice se te dafia. Necesito buscar otro camino para ha-
cerlo sin que se dafie nunca, nunca, nunca ;Saben cémo? [...] [...] A

algunos nifios se les ocurrié usar una circunferencia. Miren a ver si
usando una circunferencia, pueden construir un triangulo que siempre
sea isosceles. ;Si?

Ejemplo 3. [Profesora a Uriel]: Eso que tG trataste, que te queden dos
lados iguales, se dana. Entonces tenemos que inventarnos otra cons-
truccion de tal modo que cuando yo pase, y les mueva, siempre va a
tener dos lados iguales ;Qué se les ocurre que podemos hacer? [...] A
Belén se le ocurrié hacer una circunferencia. Vamos a ver. Haz una
circunferencia Uriel.

Segln la teoria de variacién, los diferentes grupos de estudiantes
estan discerniendo la cualidad esencial del triangulo is6sceles: dos lados
congruentes. Han experimentado el contraste entre representaciones que
tienen la cualidad y las que no. Pero no han generalizado la propiedad y
siguen interesados en casos especificos.

La profesora les sugiere usar una circunferencia para ver si logran
hacer una construccion robusta. Ubicamos las primeras estrategias en
las que intentan usarla en la fase de inocencia, pues los estudiantes no
se han valido de esta opcién previamente y no saben cémo hacerlo. La
profesora supone que estableceran rapidamente la asociacién entre la
congruencia de los radios de una circunferencia y la congruencia de los
lados del tridngulo isésceles y se valdran de ello en su construccién. Sin
embargo, no todos los grupos establecen tal asociacién. En la figura 6

presentamos algunas propuestas.

.‘4

Teresay Belén Uriel y Sandra Ariel y Carolina Andrés y Aldo

Figura 6
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Teresa y Belén, por ejemplo, explican a la profesora lo que quieren hacer:

Teresa: Vamos poniendo tres puntos de forma que queden en un
triangulo, sobre la circunferencia para que ya dé [...] y no se dafie.
Teresa: [Hace un triangulo como el de la figura, usando los puntos

que habia determinado en la circunferencia y la opcién “segmento”].

Profesora: ~ Un momento, [...] ;Ustedes creen que ese triangulo es
isosceles?
Belén: iNo!

Profesora:  $No? ;Entonces por qué lo construyeron?
Teresa: Porque ya después lo vamos a medir.

Las estudiantes contindan tratando de lograr un ejemplo representati-
vo, pero no general. No emplean las propiedades de los radios de la
circunferencia para lograr la construccion robusta y pretenden basarse
en las medidas de los lados para lograr la congruencia de los lados.

Una construccién en la que aparentemente se usan dos radios de la
circunferencia como lados del tridngulo es la de Andrés y Aldo. Sin embargo,
en la explicacién que hace Aldo menciona que determiné la medida de dos
lados, y luego arrastré uno de los vértices hasta lograr la igualdad. Después
construy6 una circunferencia con centro en un vértice y usé un lado del
triangulo como radio. Al hacer el arrastre del tercer vértice, se hace evidente
que este no se construyo en la circunferencia sino que la ubicacion se ajustd
mediante el arrastre. La profesora les sugiere que comiencen de nuevo,
haciendo una circunferencia como primera construccién.



En las descripciones que hacen los diferentes grupos, cuando la pro-
fesora les pide explicar lo que han hecho, se evidencia contraste entre
aquellas representaciones de un tridngulo isésceles de las que no lo son.
Logran proponer configuraciones empleando las opciones de medida
y arrastre, pero ninguno propone una construccion robusta. Como no
han separado la congruencia como cualidad de diversos segmentos, no
asocian la congruencia de radios de una circunferencia con la congruen-
cia de lados de un tridangulo. Tampoco han generalizado la propiedad,
independizando la congruencia de las medidas especificas obtenidas en
casos particulares.

Fase de adquisicion

Los estudiantes requieren de la mediacion de la profesora para avanzar
hacia una construccion robusta que les permita percibir la propiedad
esencial de los triangulos isésceles como un invariante al arrastre. Para
ello, deben poner en juego el hecho geométrico visto en el problema
anterior. Ademas de pedir a los estudiantes que arrastren los vértices
de los triangulos construidos para ver que la construccién no conserva
la cualidad esencial al arrastre, los invita a pensar en como proceder:
“Tenemos que pensar en una forma que nunca se nos dafie el triangulo
isosceles. ;Qué se les ocurre que podemos hacer?” “;Para qué nos serviria
una circunferencia?” Con ello promueve que los nifios busquen por si
mismos la solucién al problema.

Sandra y Aldo, aunque timidamente, sugieren cémo proceder. Sandra
le dice a Benjamin, su companero: “Que dos de sus lados sean radios”,
pero Benjamin construye un tridngulo inscrito en una circunferencia sin
considerar la idea propuesta. Sandra ha encontrado la manera de pro-
poner una construccién robusta que le permite resolver el problema. Le
falta hacerse escuchar y convencer a su companero. Por su parte, Aldo,
atendiendo a la sugerencia dada por la profesora de comenzar por una
circunferencia, la construye y luego propone: “Unir los puntos y unir los
[...] [senala con los dedos indice y pulgar el centro de la circunferencia
y un punto en la circunferencial”. Hace algunos intentos de determinar
puntos en la circunferencia, luego desiste de esa idea, activa la opcién
“Segmento” y construye una cuerda de la circunferencia. Finalmente, traza
los radios correspondientes a los extremos de la cuerda.

Después de varios intentos y a partir de observar y confrontar los
resultados obtenidos unos y otros, varios grupos usan la circunferencia
y dos de sus radios para construir un tridngulo isésceles. La atencion
esta puesta en lograr hacer la construccion robusta. Algunos se valen del
arrastre para verificar, pero espontaneamente no justifican la congruencia
de los lados del triangulo.
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—En la figura 7 se muestran dos ejemplos de las construcciones que
hicieron, en dos momentos del proceso.

e

Carolina y Guadalupe; Estefania, Eric y Graciela; Sandra y Benjamin; Joshua y Esme-
Teresa, Uriel y Belén ralda

Figura 7

A pesar de haber hecho la construccion robusta que resuelve el problema y
haber verificado por arrastre que los lados son congruentes, Carolina propone
tomar medidas. La profesora la interroga sobre la necesidad de hacerlo.

Carolina:  Aqui hay una forma [sefala los mends] para saber cuanto
miden.

Profesora:  ;Necesitamos saber cudnto miden?

Carolina:  Para saber si es la misma medida del otro. (Guadalupe
exhibe la medida de los radios.)

Profesora: ;Y no sabiamos ya que tienen la misma medida? ;Si o no?

Mueve los vértices [...] Mueve mds [...] Mueve mas. ;Qué pasa con los
lados?
Carolina:  Se hacen mds grandes.

Carolina percibe el cambio en las longitudes de los lados, pero no se
centra en la invariancia de la congruencia. No ha separado esta pro-
piedad como cualidad esencial por atender. Por eso considera que es
necesario medir para verificar que el tridngulo es isésceles.

Sandra logra que Benjamin haga la construccion del tridngulo, a partir
de una circunferencia y dos radios. Ella ha anticipado que asi logrard hacer
la construccion: “Este va a ser siempre un triangulo (sefala los dos radios y
con el dedo recorre el trayecto del tercer lado)”. La profesora le pregunta
por el tipo de tridngulo y ella exclama: jUn isdsceles! Sandra ha logrado
formular una conjetura cierta, resultado de un proceso de exploracion y
descubrimiento. Pero su comparfiero, Benjamin, no esta de acuerdo. Dice
que el triangulo construido no siempre es isdsceles y hace un arrastre



cuidadoso de los vértices, quizas en busca de una configuracién que le
sirva como no ejemplo. Luego obtiene las medidas de los lados y arrastra
los vértices del triangulo para verificar que son iguales.

Aunque algunos grupos han logrado resolver el problema, no podemos
afirmar que han pasado a la fase de internalizacion. Siguen viendo la situa-
cion desde un punto de vista empirico y no dan muestras de generalizar.
Por eso sus explicaciones estan basadas en describir lo que hicieron para
construir el triangulo. La siguiente conversacion es un ejemplo de ello.

Profesora: Y por qué [los lados] son de la misma longitud?

Graciela: Porque son del mismo tamano.
Eric: Porque [...] este [...] los pusimos a la misma distancia.
[...] [...] Porque los medimos.

Profesora:  ;Los midieron para ponerlos a la misma distancia? No,
eso no fue lo que me contaron. ;Cémo fue que hicieron la construc-

cion? [...] [...] ;Qué fue lo primero que hicieron? Vuelve a hacer la
construccion. [...] [...] }Qué fue lo primero que hicieron?
Eric: Hicimos un circulo. [Construye una circunferencial.

Profesora: ;Y para qué hicieron el circulo?
Eric: Para poder guiarnos.
Profesora:  ;Guiarnos de qué?

Eric: Para hacer las lineas de la distancia. [Construye un radio
de la circunferencial.

Profesora:  jAh! Es que la utilizaron para saber que las lineas, los seg-
mentos, median lo mismo. ;Y por qué saben que los segmentos median
lo mismo? [...] [...].

Eric: Porque para [...] [Construye el lado del tridangulo que es

cuerda de la circunferencial.

Profesora:  ;Qué fue lo que dijimos de las propiedades de la circun-
ferencia? [...] ;Ah? [...] ;Eric?

Eric: [Construye el tercer lado del triangulo, haciendo otro ra-
dio.] Que todos los puntos estan a la misma distancia de [...].
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Graciela y Eric reconstruyen el proceso desarrollado para obtener el
tridngulo isdsceles. Al explicar el porqué de la congruencia de los lados,
Graciela alude a que tienen el mismo tamano vy Eric a la equidistancia y
a la igualdad de medida. Las explicaciones dan a entender que hicieron
un tridngulo y luego ajustaron las longitudes de los lados para que que-
daran iguales, aunque el proceso que llevaron a cabo no fue asi. Ellos
no establecen la diferencia en el resultado que se obtiene si primero
hacen el tridngulo y luego una circunferencia para ajustar las medidas
de dos lados, o si primero hacen una circunferencia y con base en los
radios de esta obtienen los lados del triangulo. La profesora intenta que
capten la diferencia pidiéndoles reconstruir el triangulo. También busca
que los estudiantes pasen de un argumento empirico a un argumento
tedrico, para justificar la congruencia, de tal suerte que avancen hacia la
generalizacion. Pero con esta conversacién no lo logra.

Fase de internalizacion

La profesora busca que los estudiantes diferencien la congruencia de los lados
de otras cualidades de las representaciones, generalizandola como propiedad
invariante de cualquier tridngulo isésceles. Con intervenciones como las
siguientes, busca que los estudiantes avancen hacia la internalizacion.

Ejemplo 1. [Profesora a todo el grupol: Tenemos que hacer un triangulo
que sea isosceles y que, no importa para donde lo muevan, se tiene que
quedar con una propiedad. ;Con cual propiedad se tiene que quedar?

Ejemplo 2. [Profesora a Teresa y Uriell: [...] Tienen que explicarme por
qué ese lado [sefala un radio] y ese lado [senala el otro radiol, siempre
van a ser iguales.

Ejemplo 4. [Profesora a Joshua y Esmeralda] Claro, porque hicimos
radios de la circunferencia que siempre son iguales.

En dos parejas se aprecia un avance de algunos estudiantes hacia la
generalizacion de la propiedad. Una de ellas es la de Teresa y Belén. Asi
explican a la profesora:

Teresa: Y ya de cualquier manera que lo pongamos siempre son
iguales.

Profesora: A ver, muéstrenme. Agranda y achica el circulo, arrastra
los vértices.
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Teresa: Porque los dos estan a la misma distancia del centro.



Profesora: ;Y por qué sabes eso?

[...] Belén: Porque siempre va a ser [...] todos los [sehala un radio
con el dedo].

Profesora:  radios.
Belén: Son del mismo tamano.

Las dos intervenciones de Teresa no se refieren a un caso particular. Ella
generaliza la situacién aludiendo a que los lados “siempre son igua-
les”, alude a que dos vértices del tridngulo “estan a la misma distancia
del centro” e intenta hacer referencia a la propiedad comtn de todos
los radios de una circunferencia. Este es un ejemplo de construccion
activa de conocimiento, donde la exploracién e intercambio en el gru-
po permitié avanzar hacia la diferenciacion de propiedades geométri-
cas. Belén la apoya en la enunciacion del hecho general, pues Teresa
olvida como se denominan los radios. La experiencia de resolucion
del problema les ha permitido discernir la propiedad esencial de los
tridangulos is6sceles como invariante en una construccién dinamica.
Ademas, ha llevado a Teresa a justificar tedricamente la congruencia,
aproximandose al mundo geométrico.

Esmeralda y Joshua parecen separar la congruencia como propiedad
invariante ante el movimiento. Sin embargo es dificil identificar hasta qué
punto han entendido la propiedad, pues usan un lenguaje poco claro.
Cuando la profesora le pregunta a Esmeralda qué pasa si se agrandan o
achican la circunferencia Esmeralda dice que los radios “se hicieran mas
grandes pero seguirian en el mismo porcentaje”, probablemente aludiendo
a la congruencia. Joshua la apoya: “Si lo mueves y siguen los mismos
centimetros, es que si es is6sceles”.

El siguiente didlogo entre la profesora y Carolina da muestra de un
arribo de la estudiante a la fase de internalizacion.

Profesora: ;Y por qué sabias que es isosceles?

Carolina: ~ Porque los radios son iguales y nada mds ibamos a hacer
dos lineas para que quedaran iguales.

Profesora: ;Y por qué entonces tu companera los midi6? ;Tocaba
medirlos?

Carolina:  No, porque ya ahi sirve que los radios son iguales.

Profesora:  No habia necesidad de medirlos, porque ya se sabia. Y si
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se agrandaba o achicaba la circunferencia, ;qué pasaba?

Carolina:  Ya, ya... este... cambiaban las medidas y ya no era tridn-
gulo isésceles.

Profesora: ~ ;No? ;Si agrandamos el circulo?

Carolina: iAh sil Pero ya no queda de la misma medida de los pri-
meros radios que hicimos.

Profesora:  Pero, ;sigue siendo triangulo isésceles, o no?
Carolina: ~ Si.

Profesora:  ;Cudl es la diferencia con el otro tridngulo isésceles?
Carolina: ~ Nada mds cambia la medida.

Carolina reconoce la cualidad esencial como una propiedad geomé-
trica general (dos lados congruentes) que determina al triangulo isés-
celes. Ella afirma que desde la construccion robusta realizada, donde
dos radios de una circunferencia son los lados del triangulo, entonces
son congruentes. Desde el punto de vista de la equidad, en el andlisis
de la resolucién de este problema, encontramos que los estudiantes tu-
vieron la oportunidad de emplear nuevas herramientas de exploracion
(como la medida), modificar sus estrategias de intervencién gracias a
la retroalimentacién proporcionada por el programa de geometria di-
namicay la ayuda de la profesora, explicar sus producciones, producir
enunciados generales y justificarlos. Asimismo, el equivocarse se vio
como parte del proceso de resolucién del problema planteado y una
oportunidad para el aprendizaje de propiedades geométricas.

Discusion

Afirmamos que la experiencia narrada es un intento de trabajar en pro
de la equidad. A lo largo del informe expuesto es posible evidenciar,
ademds de lo ya senalado, que los estudiantes tuvieron oportunidades
de trabajar de manera auténoma con el programa Cabri, explorando a su
propio ritmo y con libertad para proponer construcciones y rehacerlas en
caso de necesidad; apoyarse mutuamente en el manejo de programa y
trabajar en equipo; expresar sus ideas, fruto de la exploracién, explicarlas
y justificarlas; e interactuar con la profesora en busca de apoyo para



avanzar en su indagacion. Sin duda alguna, el reconocimiento de la equi-
distancia entre puntos o de la congruencia de lados como propiedades de
configuraciones geométricas, que permanecen invariantes a pesar de que
otras propiedades se modifiquen, es un acercamiento mas productivo, en
términos matematicos, que el estudio de las figuras en dibujos realizados
a mano alzada, e incluso que construcciones hechas con regla y compas.

A partir de nuestro andlisis, podemos asegurar que los estudiantes
tuvieron la oportunidad de vivir una experiencia de actividad matematica
productiva, en la que pudieron experimentar personalmente el ejercicio de
suponer una via para resolver un problema, ponerla a prueba, identificar
dimensiones de variacion, verificar propiedades y construir justificacio-
nes para asegurar que su propuesta era valida. El interés con el que los
estudiantes enfrentaron la resolucion de los problemas, el hecho de que
surgieran varias formas para resolverlos y las expresiones de sorpresa o
agrado por obtener aquello que se les solicitaba son muestra del involu-
cramiento en la actividad matematica. Asimismo, el esfuerzo realizado por
algunos ninos para construir justificaciones empleando hechos geométri-
cos, mds que argumentos empiricos, muestra que la trayectoria sugerida
en el experimento es apropiada, aunque hacen falta muchos mas esfuerzos
en esa direccién y un trabajo sostenido durante mucho mas tiempo.

Pese a lo dicho, a pesar de observar un avance de algunos estudiantes
en los sucesivos ciclos de resolucion de problemas, transitando entre
las fases de inocencia, adquisicion e internalizacién, son muy pocos los
que dan muestras de encontrarse en algiin momento en las dos Gltimas
fases. Un sinntimero de dificultades hace que el proceso de involucrar
a estudiantes de primaria en el aprendizaje de las matematicas, desde el
punto de vista de construccion de significado de ideas abstractas, a partir
del estudio de las dimensiones de variacion de los objetos geométricos, sea
una empresa compleja y de largo aliento. En particular, en el experimento
de ensefianza observamos las dificultades que mencionamos a continua-
cién, que requieren atencion, en aras de tener un acceso equitativo al
conocimiento.

Una dificultad tiene que ver con el hecho de que los estudiantes no
han construido un criterio compartido sobre qué es una propiedad mate-
matica y qué no. Esto hace que la atencion que prestan a las cualidades
de los objetos no se centre necesariamente en dimensiones de variacién
de tipo matematico. Al disponer de un ambiente de trabajo enriquecido
con varios estimulos visuales, los estudiantes se enfocan en atributos
como el color, la posicién de objetos en la pantalla, los nombres de los
puntos, etc., y no necesariamente en cualidades que el profesor espera
que atiendan, como la equidistancia o la congruencia. Asi, el diferenciar
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estas propiedades implica reconocer qué es lo importante para observar,
desde el punto de vista matematico, lo cual requiere construir un criterio
compartido al respecto.

Ligada con la anterior dificultad, se encuentra otra que tiene que ver
con el tipo de explicaciones que se espera que los estudiantes den, cuando
se trabaja en matemadticas. Desde el punto de vista del profesor, es obvio
que las razones con las cuales explica el comportamiento de los objetos
tienen que ver con sus atributos geométricos: distancia, equidistancia,
congruencia, igual medida, por ejemplo. Sin embargo, los estudiantes
pueden esgrimir otros argumentos, que no provienen necesariamente del
mundo matematico. En nuestro experimento, fueron notorias explicaciones
basadas en la percepcion visual, tales como que dos lados son congruentes
“porque se ven iguales” o dos puntos estan a la misma distancia de otro
“porque asi se ven” o “cuando el punto se va a la derecha, la longitud
es mayor”. Pero también surgieron otras, que Ilamaron nuestra atencion,
porque provienen de una suerte de “realismo mdgico” que rebasa las
formas racionales de explicacion, tales como: “estos segmentos se hacen
uno solo” o “el punto se desaparece”. No todos los nifos aprendieron a
discriminar cudles de esas explicaciones son aceptables desde el punto de
vista matematico. Esto hace que la construccién de criterios compartidos
sobre lo que es una explicacién matemdtica aceptable sea un reto para
los profesores.

Una tercera dificultad tiene que ver con aquello que los estudiantes
creen que se espera de ellos en la clase de matemadticas. Pese a insistirles
que debian proponer sus propias vias para resolver los problemas, mas de
la mitad de ellos asumieron una actitud pasiva, esperando que la profesora
les dijera “lo que tenian que hacer”. Al preguntarles qué se les ocurria que
podrian hacer, manifestaban que no lo sabian y no tomaban la iniciativa
proponiendo cualquier idea, a pesar de la insistencia para que lo hicieran.
Finalmente, solo si la profesora les insinuaba una via, o miraban lo que
hacian sus compafieros, procedian a hacer alguna construccion. Este hecho
[lama nuestra atencion, pues solo si los estudiantes sienten que pueden
proponer sus ideas y las expresan, se puede construir a partir de lo que
saben o piensan.

También llamo nuestra atencién el hecho de que la mayoria de los
estudiantes no usaran el conocimiento “aprendido” al resolver un pro-
blema, en el siguiente. Por ejemplo, después de discutir ampliamente
que si construian un tridngulo isésceles haciendo una figura blanda, la
congruencia de dos lados no se mantendria, y por lo tanto esa no era una
buena via para resolver el problema, practicamente todos los grupos de
estudiantes comenzaron a resolver el problema de construir un triangulo
equildtero mediante una construccion blanda. ;Qué hace que procedan
asi? ;Es porque no tienen otro recurso de resolucion del problema 'y quieren



hacer la tarea, en todo caso? ;Es porque no estan acostumbrados a revisar
qué de lo aprendido les puede servir? Este hecho hizo que el transito
entre fases no se diera tan rapidamente como se presume en la teoria de
la variacion.

También es importante sefalar las dificultades comunicativas de los
estudiantes para expresar lo que estaban haciendo, qué habian encontrado,
y como explicaban sus resultados. El asunto no es de timidez o de falta de
lenguaje comdn entre los estudiantes y la profesora. Tiene que ver con la
falta de practicas escolares que fomenten en los nifios no solo la expresion
oral, sino también escrita.

Conclusiones

Tal como lo sefialamos en la introduccion, trabajar en pro de la equidad
tiene que ver con buscar transformaciones en las practicas escolares para
favorecer el acceso a practicas matematicas poderosas. En consonancia
con nuestro marco de referencia, una via que posibilita dicho acceso es
mediante la experimentacién personal de situaciones en las que propie-
dades matematicas se vivencien como dimensiones de variacion. Esto
hace que reivindiquemos el uso de programas de geometria dindmica en
el aprendizaje de la geometria a temprana edad. Sin embargo, no basta
introducir su uso en las clases. Este debe ir acompanado de discusiones
sobre aquello que se hace, explicaciones, verificaciones y justificaciones,
que permitan que los niflos construyan criterios compartidos sobre el
quehacer matematico.

El experimento de ensefanza confirma nuestra hipétesis sobre las
bondades de generar ambientes de resolucién de problemas, a partir de
problemas abiertos de construccion, en los que los estudiantes puedan pro-
poner vias de construccion y ganen conocimientos que puedan ser la base de
informacién compartida para justificar nuevas construcciones. En particular,
las propiedades de la circunferencia son una herramienta supremamente Util
para disponer de un mecanismo de construccion, verificacion y justificacion,
que estd al nivel de estudiantes de primaria, y deberia explotarse. La simple
asociacion entre una representacion visual, acompanada de una definicion,
no es suficiente para construir un conocimiento Util posteriormente. Los
ninos deben construir circunferencias, usar circunferencias para construir
otros objetos, estudiar propiedades de puntos de la circunferencia, estudiar
propiedades de objetos inscritos en circunferencia, etc., como herramientas
Gtiles para resolver problemas geométricos.

Existe una creencia generalizada acerca del impacto positivo del uso
de tecnologia digital con fines educativos. Se evidencia un reconocimiento
social y politico del importante efecto que pueden tener, por las caracteristicas
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especificas de visualizacion, interactividad, simulacién y dinamicidad para
impulsar experiencias significativas de acceso al conocimiento. En diferen-
tes dmbitos se plantea incluso que la tecnologia digital ha democratizado
el acceso al conocimiento matematico de nifios y jovenes y ha contribuido
a elevar el nivel de desarrollo cientifico y tecnolégico de nuestras socie-
dades. Sin embargo, a pesar de los esfuerzos por popularizar el acceso
escolar a la tecnologia digital, no parece que su uso haya contribuido atn
a disminuir las desigualdades sociales y hay un cuestionamiento explicito
a si estas tecnologias han contribuido a elevar o a disminuir la inequidad.
Diversos marcos tedricos y herramientas metodolégicas han surgido de la
investigacion, para orientar los disenos curriculares y alimentar la discusion
sobre tal impacto. Esperamos que experiencias como la que comunicamos
en este articulo contribuyan a la reflexién sobre las implicaciones reales del
papel de la tecnologia digital en las practicas de ensefanza y aprendizaje
de las matematicas y fortalezcan el trabajo conjunto de educadores e
investigadores en busca del impacto deseado.
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