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Resumen

El presente trabajo describe de forma analitica y grafica
el sistema“péndulo doble’, de acuerdo a la evolucién de
su movimiento en un periodo de tiempo, en este anali-
sis, se utilizan herramientas tedricas y conceptuales de
la mecénica hamiltoniana y de la geometria analitica. Se
establecen las representaciones del movimiento, de las
propiedades y de la configuracion del sistema; poste-
riormente, se determina su energia mecanica, mediante
la sumatoria de todos los trabajos tomando en cuenta
el cambio de configuracién y de movimiento, con el fin
de establecer el estado mecanico del mismo en relacién
a los cambios que este presenta en el tiempo. En la des-
cripcion del sistema, se consideraron dos perspectivas: la
descripcién conservativa, la energia del sistema se man-
tiene constante, y la descripcién disipativa, degradacion
de la energia del sistema. Este Ultimo tipo de descripcién
permite efectuar estudios sobre el comportamiento del
sistema cuando este tiende a evolucionar, por lo que se
privilegia este enfoque.

Abstract

In this document is described, in an analytical and gra-
phical way, the double pendulum; because of the evolu-
tion of its movement in a period of time. Besides, in this
analysis are used some theoretical and conceptual tools of
Hamiltonian mechanics and analytic geometry. Likewise,
there are established representations of movement, pro-
perties and system settings. Then, it is necessary to deter-
minate the mechanical energy through the summation
of all the work involved in the configurational changes of
the movement. Those in order to obtain the mechanical
state of the system - taking into account the changes, it
could have throughout the time. On the other hand, two
perspectives were considered for this system description.
First, conservative description. In that aspect the energy of
the system keeps steady. Second, dissipative description.
In other words, the degradation of the energy in the sys-
tem. Also, the second perspective provides the possibility
to study the system behavior even when this change. For
that reason, the last approach is preferred.

Introduccion

Este documento se origina en las reflexiones rea-
lizadas sobre los sistemas dindmicos en el afio
2014, en el marco del espacio académico com-
plementario dirigido por los profesores Maria
Mercedes Ayala y John Barragan de la linea de
profundizacién Ensenanza de las ciencias desde
una perspectiva cultural, de la Licenciatura en
Fisica de la Universidad Pedagdgica Nacional.
En su elaboracién participaron, en un primer
momento, Omar Vargas, Sandra Beltran, Kevin
Rojas, Walter Garcia y German Andrés Cuellar, sin
embargo, el desarrollo y culminacién del andlisis

final fue realizado por Walter Garcia y German
Andrés Cuellar para su publicacién en la serie
Pre-Impresos Estudiantes.

El trabajo tiene como fin la caracterizacion
del péndulo doble o péndulo acoplado desde
la perspectiva sistémica, dicho péndulo es un
sistema caoticoy, por tanto, se hace pertinente
un abordaje no convencional como el que
usualmente se hace en los libros de texto de
la mecanica clasica (newtoniana) y de la meca-
nica hamiltoniana. Este documento brinda al
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lector un estudio detallado del péndulo doble,
qgue desarrolla de forma clara e ilustrada el
comportamiento del mismo y pone a su dis-
posicién un software de interaccion y analisis
para propiciar una comprensién oportuna cua-
litativa y cuantitativa de dicho tema.

La forma que se ha destinado para la presen-
tacion del péndulo doble desde la mecanica
de Hamilton es la siguiente: Inicialmente, se
abordara la nocién de sistemay caracterizacion
del mismo, especificando las partes méviles,
ligaduras y grados de libertad. Luego, se hara
la descripcién del sistema por medio de las
cualidades de configuracién y movimiento, las
cuales determinaran las variables del sistema;
por ultimo, se hablara de la evolucion que se
obtendra desde la funciéon hamiltoniana, esta
como elemento regulador de los cambios de
movimiento y de configuracion junto con las
ecuaciones de Hamilton propias de la evolu-
cion de dicho sistema.

A través de los métodos numéricos y de
acuerdo con las ecuaciones y las soluciones
aqui planteadas y desarrolladas, nos valdremos
de ciertos programas y lenguajes de programa-
cion para poder dar cuenta de la modelacién
que se pretende hacer:

« C++ es un procesador de programacion.
Con C++,y con apoyo del método numérico
Runge-Kutta, se modelara un software, para
procesar las ecuaciones de movimiento.

« Gnuplot es un programa graficador. Este ser-
vird de apoyo para modelar de forma gréfica
los resultados obtenidos por medio del soft-
ware programado en el anterior programa
especificado.

« Modellus 4.1 es un programa con el cual
podemos ver de forma grafica los datos que
se le ingresen. Este programa mostrara las
graficas obtenidas con los resultados, grafi-
cas adjuntas al trabajo, en ellas se muestra
la informacién dindmica o evolucion del sis-
tema bajo ciertas caracteristicas dadas.

Caracterizacion del sistema
Identificando partes moviles

A continuacién, se puede observar el sistema
péndulo-tierra (ilustracion 1).

Punto 1

m;

Ilustracién 1. Representacion del sistema péndulo
doble

La identificacion previa de las partes méviles del
sistema a estudiar es pertinente en la medida
que puede dar cuenta de todo el sistema con
cada uno de los elementos que lo componen. Lo
anterior es necesario para entrar a caracterizar
el mismo. Las partes moviles son cuatroy estan
dadas de la siguiente forma:

» Hilo 1: Este hilo permite una interaccién
entre la tierra y la masa 1, también se com-
porta como una restriccién del movimiento
ya que no permite que se separe la masa
del punto 1, cuyo hilo esta atado al techo y
no se toma como una componente. Consi-
deraremos que este hilo se comporta como
un alambrerigido, y a su vez despreciaremos
su masa.

« Hilo 2: Este hilo tiene una doble funcio-
nalidad, permite una interacciéon entre la
masa 1y la masa 2y, a su vez, posibilita la
interaccion con el campo gravitatorio; tam-
bién se comporta como una restriccion del
movimiento y no se toma como una compo-
nente. Consideraremos que este hilo, cuya
masa despreciaremos, se comporta como
un alambre rigido.



« Masa 1 y masa 2: Son las partes del sis-
tema consideradas con anterioridad como
partes moviles.

Marco de referencia, disposicion espacial y
ligaduras del sistema

Se tiene un sistema conformado por dos masas
(Im.]y [m,]) que dan cuenta de las partes movi-
les del mismo. Las masas estan unidas por una
cuerda, cuya masa no se tiene en cuenta, y el
movimiento del sistema conformado por ellas
queda restringido al plano x, y.

Ahora bien, el punto de referencia esta
situado en el techo (tierra), de alli se tomara el
punto para sujetar el hilo (punto 1 de la ilus-
tracién 1). Asimismo, se considera que todo el
sistema, al igual que los hilos, no se deforma'y
que estos hilos hacen parte de la ligadura del
sistema.

En el sistema existen dos tipos de movi-
mientos independientes. El de lam, que esta
sujeta al techo y el de m, que esta sujetaam..
Los hilos delos que penden siempre manten-
dran la misma longitud. Las masas m, y m,
describirdn movimientos circulares respecto
al punto de origen (m, respecto al techoy m,
respectoam.).

El sistema tiene dos grados de libertad, enten-
didos como el numero de movimientos simples
que puede tener un cuerpo. Desde el punto 1
(ilustracion 1), se procedera a determinar las
variables que especifiquen la configuracién o
disposicion espacial del sistemay las relaciones
que lleguen a existir entre las masas.

Debido a que la descripcion del movimiento
del sistema en coordenadas cartesianas se
torna muy extenso, se decidié hacer uso de
un sistema de coordenadas polares; param,,
la variable asociada al movimiento es un cam-
bio de un angulo 6 ; y para m,, un cambio de
angulo 6,; donde 6. y 6, varian con respecto al
referente tomado, el plano vertical.

Pre- Imprer:sqs 1 O

Las variables angulares 6, y 6, son valores
en términos de cada posible configuracién
del sistema que se encuentran en el intervalo
abierto de 0 a 2m.

Estado de configuracion

Determinacion de los desplazamientos de las
partes moviles en términos de 0, y 0,

Ya establecidas las coordenadas generalizadas
q, para este caso 0, y 0, el siguiente paso es la
(fescrlpaon dela evoluac')n del sistema.

Al evolucionar el sistema en un instante de
tiempo t, se tiene un cambio en las coorde-
nadas generalizadas (0, y 8,), esto define las
velocidades generalizadas. Para el analisis del
desplazamiento, se hace importante describir
dicho cambio en el tiempo de las coordenadas
generalizadas.

Hustracion 2. Representacion del cambio de
configuracion del sistema

Con cada parte movil del sistema se genera
un movimiento y, por tanto, un cambio en las
coordenadas generalizadas. De la observacion
de la variacién de m, y m,, se puede proyec-
tar las futuras posiciones de las coordenadas
generalizadas para estas masas y con esto
hallar las coordenadas generalizadas asociadas
a este sistema, por lo que es necesario mirar
en detalle cada elemento movil por separado
(ilustracion 2).
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Primero, se hara el analisis géometrico aso-
ciadoam1 como se muestra en la ilustracion 3.

1

Ilustracién 3. Representacion del cambio de
configuracion en un instante de tiempo asociado a la
masa ml

Para la ilustracion 3, se tiene que:
n=n6)0; (1)

— . .

(r, )es el vector que hace referencia a la posi-
cion de m1, en un primer instante, donde r,
depende del cambio de (6)).

7 o=1'(0; +d6y) 8, (2)

Para un segundo instante se toma un T_f’que
hace referencia a la posicién de m1 cuando
ha trascurrido una fracciéon de tiempo t, esto
genera una variacion de la coordenada gene-
ralizada de un 6, mas un do, (0 +d0)).

Segundo, se procede a hacer el analisis para
m, (ilustracion 2), en este caso m, depende de
las condiciones de 0,y 0..

T =100, +715,(6,) 8, 3

(z) es el vector que hace referencia a la posi-
cion de m,, la cual depende del cambio de los
vectores asociadosar, yr,, respectoam, (ilus-
tracion 4).

-I"z: e rli{gl + dﬂl)gl + rzl;(ez + d92)§2 (4)

Cuando m, y m, se han desplazado en un
segundo instante, 17es el vector asociado a la
posicion de m,, con relacionam..

Ilustracion 4. Representacion del cambio de configuracion en
un instante de tiempo asociado a la masa m,

Coordenadas generalizadas

El cambio de las coordenada_s) generalizadas
asogi)ado am, esta dado por dr, y para m_, por
undr,.

D_eJ analisis geométrico realizado se calcula
el dr, (ilustracion 3):

=1 -7 (5

Reemplazando en (5) las expresiones (1) y
(2) se tiene:

dr; = [r;(6, +d6y) —7(6.)16; (6)
Por tanto:
dry = dr; 6, (7)
De igual manera, se procede para hallar (Tr)z:
dr, =1, -7 (8)

De lasuma de las expresiones (3) y (4) se llega
a la expresién (10)

dr, = [, (6, + d6,) = 75(8)18; + [12:(8; + d6,) — 72;(6,)] 8, (9)



d_rz' == Wél + d‘r'z]_ §2 (10)

—> A o d Y
Al ser muy pequefio el dr, 0 yeldr, 0, la
variacion de las expresiones (7) y (10) se asume
como la longitud de un arco, s= r@ﬂustracio—
nes 3y 4), de tal manera que dr, y dr, se pue-
den expresar en términos de las coordenadas
generalizadas, lo cual dara como resultado:

dr, =1,d6,6, (11)
dr, =1,d0,0, + 1,d6,0, (12)

Finalmente, se obtienen las expresiones (11)
y (12) que son las coordenadas generalizadas
del sistema.

Estado de movimiento

La caracterizacién del estado de movimiento se
hace de forma similar a la del estado de confi-
guracion. Es necesario introducir variables dina-
micas para dicha caracterizacion, las cuales son
utiles para hallar los momentos generalizados
con los que se pueden designar los movimien-
tos independientes del sistema, es decir, que
el movimiento es independiente del sistema
cuando varia 6, y cuando varia 6,. Se suele desig-
nar P, al momentum generallzado Ccomo se ve
a continuacion:

Donde i representa las partes moviles del
sistema y j los movimientos independientes
del sistema, o sea, los grados de libertad del
sistema. Los P,_representan las coordenadas
de configuracion asociadas a cada movimiento
y dg, son las coordenadas generalizadas. La
sumatoria de P, muestra el momentum de las
particulas m v, cuando varia un dq.

P, *dn; (13)

1 Los momentos generalizados se consideran como variables que son
independientes de las variables de configuracion, ya que se suele
atribuir los cambios de movimiento a variables temporales y no
como un modo de estar de los cuerpos o cualidad que se les puede
asignar.
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Particularmente, este sistema tiene dos par-
tes moviles (m,, m.), cuyos movimientos inde-
pendientes son 6, 6,, por tanto:

1=2;1=0,,0,(14)

Teniendo en cuenta las expresiones (13) y
(14) se procede a calcular los momentos gene-
ralizados asociados a cada una de las coorde-
nadas generalizadas, es decir, que al final de los
calculos se tendran dos expresiones:

Po,d0; = P, » dryg, + P, x dry, (15)

szdgz = ﬁl * E:lﬂg + ﬁz * 5292 (16)

Velocidades y momentos lineales

Una vez establecidos los momentos generali-
zados se toman los momentos lineales de cada
una de las partlculas acorde a la ecuacion de
momentum (P’ = m. V)

P, = myv; (17) P, = m,v, (18)

Luego, se procede a calcular los momentos
lineales, de acuerdo a las ecuaciones (17) y (18)
de cada una de las masas del sistema, como se
expresa a continuacion:

= _ __dn 5 _ __ an
Pp=m—=. P =m;—=
Teniendo en cuenta las velocidades:
— dn
W=y z——se procede a realizar las respec-
tivas derlvadas de las expresiones (11)y (12),

llegando a:

. de,
=2 =1, % — %16, = 1,68, (19)
4 dé, de,
vz = drtz =l —= dt 20, + 1, —= dt 92 = 16,8, + 10,0, (20)
Luego,

P, = myl,60, (21) P, = my(1,6,0, + 1,6,6,) (22)
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Momento generalizado Py, asociado a la coor-
denada generalizada 6,

Segun la expresion (15) y las ccmsideraciones
anteriores solo resta determinar dr o aue deter-
minara el desplazamiento que presenta m,
gj)ando 6, varia un d6, y, de igual forma, para
dr

201"

Py, dB, = ﬁl *dryg, + 52 *drayg, (15)

Asi que:
drig,=1,d0,0, (23) ; dryp,-1,d6,0; + 1,d6,0, (24)

Si se mira con detaIIe a dr de la expresidn
(24) se vera que dr estd varlando respecto a
0, deAtaI forma que 0, y 6, son ortogonales,
1,d0,0 = 0, de modo que:

dryg,-1,d6:0; (25)

Enseguida se sustituyen las ecuaciones (17),
(18),(23) y (25) en la expresion (15) y se procede
a solucionar de la siguiente forma:

dry dr,
Py, dly = (ml drr) (Ir19]+(mz dr:) dryg,

Py, dfl; = my (1,6,0,) - (L,d6,8,) + my (16,8, + 1,6,8;) - (1,d6,8,)

Py, d6; = myL,°8,d8, (8, - 8,) + myl,°6,d8,(8, - 8,) + my1,1,6,d6,(8, - 8,)

Teniendo en cuenta que el producto de dos
vectores unitarios en la misma direccién es

(0,0,)=1, se obtiene la expresion (26):

Pg,d0; = 1,%6,d60;(my + my) + myl,1,6,0, (8, -

6, (26)

Sin embargo, al hallar el producto punto de
dos vectores unitarios diferentes (6 -0 ) se
tiene:

g]_ " gz s |g1“§2|605(a) (27)

De la expresion (27), el angulo que forma los
dos vectores (0y 6)) es a, sin embargo, como

son linealmente independientes y son los vec-
tores base del sistema, la magnitud de cada
uno de los vectores unitarios (|0 ||0,)) es igual
a 1. A partir de la ilustracion 5 se puede ver el
analisis geométrico entre los vectores unitarios
0,y 0., de alli se determinard el angulo a.

-

0,0, =1%Cos(a) a = ?

\ ms

Ilustracion 5. Representacion del angulo formado entre

los vectores unitarios 0y 6,

De modo que el angulo a se obtiene de la
diferencia que hay entre 0, (azul) y 0, (rojo),
(ilustracién 5).

@1 * 92 = COS(GZ — 91) (28)

Se reemplaza el producto escalar (28), en la
expresion (26), con esto se obtiene la expresion
(29) de la siguiente forma:

Pg,d6, = 1,%0,d8, (m, + my) + myly1,6,d6, - Cos(8, — 6,)

(29)

Py, = 1,26, (m, +my) + myly 1,6,6, - Cos(8, — 6,)

Momento generalizado Py, asociado a la coor-
denada generalizada 6,

Para hallar el momento generalizado Py, se
parte de la expresion (16) y teniendo en cuenta
ilustracion 5 se sigue el mismo procedimiento



de la seccién anterior, llegando a la expresion
(30):

szdgz ES Pl * d?‘lgz + IBZ * drzgz (16)

Si se observa en detalle d”mz' no hay un des-

plazamiento por parte de la masa m, cuando
un @, varia ung d6,, por tanto, el momento lineal
de m1 es0 (P dr = () asi que:

Pﬁzdgz —-_ )62 *azez

Teniendo en cuenta las consideraciones
de la seccidn anterior, se procede a hallar el
momento generalizado de P de la siguiente
forma:

Py, d6; = (m;77) - (1,6,0,)
Po,d8, = m,(1,0,0; + 1,6,8,) - (1,d6,8,)
Po,d0; = my1,6,0, +my1,0,8,) - (1,d6,0,)
Py, d0; = myly1,6,d0,(8; - 8,) + m,1,%6,d60,(8, - 6,)

Py, = myl11,6,(0, - 8,) + m,l,%0,(8, - 0,)

Finalmente, se obtiene la expresién (30):

Pg, = myly(116,C0s(8; — 6:) + 116,) (30)

Energia potencial

La energia potencial® del sistema hace referencia
al cambio que experimenta el sistema cuando
cambia su configuracion se asocia al sistema de
cuerpos que interactuan entre si. Para ello, se
realiza un diagrama de fuerzas de cada una de
las particulas del sistema (ilustracion 6).

Pre-Impresos
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Iustracion 6. Diagrama de fuerzas de los cuerpos

En la descripciéon de cada una de las fuerzas y
sus respectivas direcciones es necesario tener
en cuenta que el eje coordenado esta dado por
los vectores unitarios 7,, r2,9 9 , 7, descritos en
la (ilustracion 7).

Ilustracion 7. Representacion de las coordenadas para
analizar en sistema

Teniendo en cuenta las coordenadas de
la ilustracion 7, a partir de la ecuacion de la
energia potencial y la sumatoria de las fuer-
zas que intervienen en el sistema, la energia
queda como:

= —[f w2, cos(B;.—2)d8; + [ w, 8, cos(B,.—2)
d6; + [ w, ¢, cos(8,.—2)] (31)
Algunos de los productos punto del sistema

son vectores unitarios ortogonales, de alli que
el resultado del producto punto entre ellos sea
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igual a cero, sin embargo, como algunos pro-
ductos puntos no son perpendiculares entre
si, es necesario mirar el angulo que relaciona
a cada pareja de vectores unitarios para asi
aplicar la definicion de 4. B'=||4]| ||B|| cos (7
se tiene que:

Para 01 se tiene la ilustracion 7:
(6,.-2)

Iustracion 8. Representacion del angulo formado entre

0y.-2

Se observa en lailustracion 8 que la suma de
los angulos 0,y B es jgual a un angulo 6, mas
90°, por lo tanto, se tiene:

=" +0
B=5+86

Para el caso de 62 se tiene la ilustracién 9:

(B,.—2)

Iustracién 9. Representacion del angulo formado entre

0,y .-2

2 qu=- /2 anm : d—i’, se parte del hecho que la energia potencial es

una funcion de configuracion del sistema y las fuerzas que actiian
son conservativas.

De lailustracién 9, se puede observar que el
angulo que forman los vectores unitarios 6, y
v (90°), se tiene entonces:

Vs

2+82

y

De la expresion (31), al reemplazar los nuevos
angulos de la energia potencial del sistema, se
obtiene la expresion (32).

Las identidades trigonométricas® de los angu-
los complementarios resueltas de la expre-
sidn (32), se deducen en la expresion (33), la
cual al separar las constantes de las integrales
(wq,?1, w3, y £,)y al integrar queda la expre-
sion (34) resultado de la suma de los trabajos
realizados al cambiar la configuracion.

AU =~ |J by cos(+6,)d0, + [ wnscos(Z+6,)do + [ wy :.‘us(§+ﬂz)l(32)

AU = —[— [ w, ¢, $inB,d6; + [ —w,, sinB,d8; + [ —w,¢, sin6,d6,)(33)

AU = —w, £, cos 8, — w, ¥, cosB; — w,f, cosb, (34)

Energia cinética

La energia cinética,* que es igual al trabajo rea-
lizado por el sistema para cambiar su movi-
miento, depende de las coordenadas generali-
zadas y de los momentos generalizados, lo cual
hace posible usar la siguiente expresion:

H = H(qy 5 pys) = Z pid; — L(ajspjr5) (35)

Basado en la expresién (35) se realiza una
demostracion que nos lleva a expresar el hamil-
toniano en términos de la energia cinética y la
energia potencial, lo que nos da la ecuacion (36).

H = Zp;df,- — (T =U) (36)

Dado que el lagrangiano de un sistema es
denotado como la diferencia de la energia
potencial y de la energia cinética, se procede a

3 LUB(% + &)= tus[%} cos(fy )+ sen (%] senify) tus(% + ) = cus(%] cos(f;)+ sen (%) sen ()



realizar los reemplazos bajo la transformacion
de Legendre, llegando a la expresion (37).

U+T=ijqj—(T—U) (37)

La energia cinética del sistema depende
de las coordenadas generalizadas y de los
momentos, respectivamente; de simplificar la
expresion (37) se llega a la expresion (38).

e
=§Z Piq;j (38)
j=1

En la expresién (38), la energia cinética se
plantea en términos de los momentos genera-
lizados de m, y m_, de donde se obtiene:

2
1 .
=§E PO;6; (39)
j=1

Con la expresion (39), se podra realizar el cal-
culo de la energia cinética, teniendo en cuenta
los momentos generalizados dados, ya que
son los que proporcionan toda la informacién
y evolucién del sistema.

Pe1[(my + my)€?  my€,€, cos(6, — 0,)
[P81] [ mz‘gl ‘82 COS(OZ - 01 mz ‘82 ] [ ] (40)

Es importante resaltar que para el calculo de
la energia cinética hay que expresar las coor-
denadas generalizadas en términos de los
momentos generalizados; por esto, es impor-
tante resolver el sistema de ecuaciones de
los momentos generalizados expresados con
anterioridad. Se propone un método de solu-
cion que consiste en encontrar la inversa de la
matriz de transformacién de la expresion (40),

4 AT = = %, [ Freras ~dri = Eip, v—Lf—v l,frrt _}—2.;[ (m»,]
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se parte de la expresién (41) delainversade la
matriz de transformacion:

La inversa de la matriz de transformacion se
expresa en la ecuacion (42) y (43).

[ al-d=zle

01| _ 1
Iéz] a [(ml +my)eimy €5 — (m31313 cos(6, — 6,))

b] 41)

[ myly —myty £, cos(l; — 91)] [£g1 (42)

—m, ¥, ¥; cos(6, — 0;) (my+m,) 2
1
[Ql] _ I}[(my + myy — m, cos?(6; — 6,)]
0, —cos(8, — 6;)

myty €[ (my + my) —m, cos?(0, — 0,)]

—cos(6, —6,)
m,€1€,[(my +my) —m, cos(6, — 6,)]
(my +my) Po,
m, €2 (m, + m,) —m, cos?(, — 6,)

ro] 43

Todo el trabajo algebraico de las expresiones
(42) y (43) corresponde a la energia cinética
del sistema, hallada con el fin de determinar
la evolucion temporal del sistema y predecir
el comportamiento para determinados casos.

Como ya se ha mencionado, para poder
determinar la energia cinética lo prudente
serd mostrar su expresion haciendo uso de la
ecuacion (39). En general la expresion se mues-
tra de la siguiente manera.

AT = ~[P6,6; + P6,6,] (44)

"
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La expresion (44) esta expuesta en términos

de los momentos generalizados y sus velocida-
des. Las expresiones (42 y 43) al ser reempla-

AT = -

zadas en la expresion (44), se llega a la expre-
sion (45).

2 PO,PO; cos(B,-64)

1 [ po?

2 LiZ[(mymy)—-m; cos?(6,-6,)]

PO2(mq+my)

mat1€2[(Mmy+my)—m; cos?(6,—61)]

(45)

mal2[(my+my)-m, cos(ﬂz—gl)]]

Ahora se cuenta con varias herramientas para
desarrollar el hamiltoniano del sistema y las
ecuaciones de Hamilton.

Hamiltoniano del sistema

El hamiltoniano describe el estado de un sis-

tema mecanico, es la funciéon que conecta los

cambios de configuracion con los cambios de
movimiento del sistema. El hamiltoniano invo-

—

H = T(P6;6;) + U (46)

lucra la energia cinética y la potencial, parte de
la descripcidn que se puede realizar al analizar
la evolucién temporal del sistema, teniendo
entonces que el hamiltoniano esta descrito por
la expresion (46):

Remplazando la energia cinética y potencial
en funcién de los momentos generalizados da
como resultado la expresidn (47):

En funcion de los momentos
generalizados y velocidades

Po? 2P0, PB, cos(6;—06;)

1
H=:|
2
P62
malf[(my+mz)—m;, cos(6,-6,)]

Ecuacion de Hamilton

El hamiltoniano sera el encargado de asociar
los cambios de configuraciéon a cambios de
movimiento del sistema, se interpreta como un
sistema conservativo, los cambios de configu-
racion del sistema se veran compensados con
cambios de movimiento de tal manera que el
cambio sera nulo, es decir, el hamiltoniano no
es funcion del tiempo (expresiéon 48), y por lo
tanto su derivada respecto al tiempo es nula,
lo cual implica su conservacién en la evoluciéon
del sistema.

12[(my+mz)—m; cos?(8;-61)]  maf182[(My+my)—m; cos(82-6,)]

] + [-my g€, cos 0, —mg,£; cos§; —mg, £, cos(6, — 6;)] “47)

El hamiltoniano se comporta como una cons-
tante, de tal suerte que proporciona superficies
(planos verticales) donde la energia siempre
va a ser la misma, para hablar de este tipo de
cambios de diferente magnitud se presenta la
expresion (48), descrita de la funcién hamilto-
niana con respecto a las coordenadas genera-
lizadas y a los momentos generalizados.

-_aH-
26,

P9:1 —-0H
PO, | | a6,
) | 8H

! PO,
6,

dH
LOP G

(48)




Este sistema de ecuaciones diferenciales aco-
pladas contienen toda la dinamica del sistema,
[Pgl] __ || Bmg sin(6,-8,) cos(8,-6,)P6F

Pé,

[210my #m3)-mycos2(8,-6)]]

P810; sin(B2—01)*(mzlqlx[(mq +mz)-mzcos? (82 -01)]+2111;m3 cos(8;-80,)]*sin(8;—6,) P8, PO, cos(8;-61)
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para nuestro sistema son de forma separada
expresion (49) y (50), respectivamente.

[matyla((my +m2)—m2c052(92—91])]z

—12mycos (6;—8,)sin (6,—6,)PO3

[mzllfz((ml +m2)—m2 0082(6‘2—91))]2

moglisingd ]| —

+ [mygl;sind, +

PﬁlPﬁz Sin(ez—ﬂl)[mzil!2(ml—m2)—mzﬁ'OSz(92—61)]—2”1%!112(:05 (92—91)5“‘1 (92—91)P91P62C05 (92—91)

[m211E2 ((ml +m2)—m26052(62—61))]2

m21% cos(8,—61)+sin (62—641)P62

[mzlqla((my+mz)-mycos2(82-84))

7+ (maglysingy)) | (49)

0

Igll _ lp91 e [E%((m1 + my) — mycos? (6, — 91))]
L 12(0my +my) — mycos?(6, — 6,))]?

P92 C05(92 - 91) * [mzhlg ((m1 + mz) - m26052(92 - 91))]

[m,1;1,((my + my) — mycos?(0, — 6,))]?
P8, cos(6, — 6,) * [m25152((m1 + m,) — mycos*(6, — 91))]

[m1I1 L,((my + my) — mycos2(6, — 91))]2

m,li[(my + my) —mycos2(6, — 6,)]?

PB,[m,1?((my + m,) —mycos?(8, — 91))]” (50)

Solucion de las ecuaciones de Hamilton

Para la solucion de las ecuaciones de Hamilton,
se procede a utilizar el método de Runge-Kutta
que es un método genérico interactivo, explicito
e implicito, de resolucién numérica de ecuacio-
nes diferenciales por medio de un compilador
de C++. Con este compilador se realizaron unas
descripciones de las ecuaciones diferenciales,
ecuaciones de Hamilton, con el unico fin de
tener los momentos generalizados y las coor-
denadas generalizadas como una evolucién
temporal y con estas poder hacer descripcién
del sistema.

Se podra hacer una descripcién del sistema
para determinar un estado inicial y este estado
determinara el siguiente, formando asi un sis-
tema continuo que permitira hablar del sistema
en cualquier intervalo de tiempo. En la ilustra-
cién 10, se muestra la programacién requerida
para solucionar el sistema de ecuaciones, se
definen las variables del sistema como lo son
m,, m,, |, r, g, el tiempo inicial, el tiempo final y
el nUmero de paso, es decir, el nUmero de itera-
ciones a realizar por el método numérico.

5 Para interactuar con la modelacion se puede seguir el siguiente
hipervinculo: https://1drv.ms/f/s! AggFMmCnaURngWq9zuw-
9WhWZWou

13
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En sintesis, lo que se tiene es una tabla de
datos en la cual se relaciona el tiempo con cada
valor depe 1Py 6,, 0, para poder mirar como
es el comportamlento del sistema, o sea, que
1 es el tiempo, 2p91, 3p92, 460,y 50, .
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Iustracion 10. Método numérico Runge-Kutta de
orden 2, compilado, en Dev C++

Graficas obtenidas de las soluciones de las
ecuaciones de Hamilton

Cuando m, es mucho mayor que m, se encuen-
tra que el movimiento y el retrato de fase es
similar al péndulo simple, para P6_, PO, 6. y 0
(m,=10m,=2):.

2

Tlustracion 11. Gréfica de PO, contra 0,

g e

e

Tlustracion 13. Grafica de PG2 contra t

Ahora, cuando son masas diferentes, se tiene
gue hay un desfase en cuanto al comporta-
miento de ambas masasconm, =7ym, =11:
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Tlustracion 14. Grafica de PG2 contra 62
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Tlustracion 15. Grafica de PO, contra 0,
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Tlustracion 18. Grafica de PO, contra 0,
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Ilustracion 19. Grafica de PO, contra 0,

En el caso que 0, esta en posicién ceroy
0, en un angulo diferente de cero,m, =7y
m, = 11, significa que los movimientos van a
tener un desfase tanto en los dngulos como

en las coordenadas generalizadas publicadas
a continuacion.
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Tlustracion 21. Grafica de POl contra 62
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AR, IR

Ilustracion 22. Grafica de PO, contra 0,

Tlustracion 25. 0, vs. 0,

Con el fin de tener una mirada cercana al
comportamiento del sistema, se procede a
utilizar Modellus, en el primer caso, se supone
que m, es despreciable, por tanto, m, > m_y
se obtiene la ilustraciéon 27. Se infiere por con-
siguiente que el comportamiento es similar al
del péndulo simple, cuyo retrato de fase (ilus-
traciéon 26) es igual a la modelacién de C++.

Ilustracion 27. Modellus. m =20, m,=1. 0|y 6,Vs
tiempo

Cuando m, =60y m, =10, se obtiene la
siguiente ilustracion, en cuanto al retrato de
fase, (ilustracion 28), se puede inferir que al
ser un sistema cadtico el retrato de fase para
m,, azul, diverge en menor grado que param,,
rojo; lo cual es debido al efecto que m, realiza
sobre m,.



Ilustracion 28. m, =60 m, =100,y 0, vs. PO,

En el caso m, =m,, el retrato de fase toma la
siguiente forma (ilustracion 29). El movimiento
no es arménico y en momentos hay un desfase
de 6, mayor que el observado en lailustracion
28, lo cual indica que a medida que se hacen
cambios de las configuraciones iniciales, el sis-
tema evoluciona a un comportamiento mas
inestable. Se observa el comportamiento de
m,, en las ilustraciones 28 y 29, y se hace evi-
dente como afecta el movimiento de m..

Ilustracion 29. m =m, 0,y 0, vs. PO,

Pre-Impr§sqs | 1 O

Para el mismo caso en el que m, = m, se
obtuvieron las siguientes ilustraciones con
respecto a Po,:

Ilustracion 30. m, = m, PO, vs. tiempo

Tlustracion 31.m =60 ym, =100,y 0, vs. t

Ilustracion 32. m, =60 ym, = 1.0,y 0, vs. PO,

17
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Las ilustraciones 27 y 32 evidencian la simi-
litud en los momentos generalizados, sin
embargo, a medida que m, o m, van cam-
biando de valores el sistema se ve afectado,
una muestra de ellos son las ilustraciones 30 y
31, las cuales manifiestan el efecto de m, sobre
m1, con relacién al momento generalizado PGZ.

Consideraciones finales

La descripcion del sistema péndulo doble mues-
tra un comportamiento diferente alo esperado
bajo las condiciones iniciales que se le asigna-
ron, es decir, tiene desplazamientos indepen-
dientes, pues no depende de las condiciones
que se le asignan en un primer momento, de
tal suerte que:

Las trayectorias tienden a ser divergentes.

Solamente estaran sincronizados los movi-
mientos cuando m, sea mayor que m,, es decir,
que m, seaiguala 1. Por ejemplo, las ilustracio-
nes 26 y 32 tienen una similitud al espacio de
fases del movimiento arménico simple.

La perspectiva hamiltoniana permite obser-
var el péndulo doble desde la nocion de sis-
tema, a partir de la evolucion con respecto al
tiempo, esto sin importar que en los cambios
de las masas se muestre que los espacios de
fases presentados anteriormente dan cuenta
de una tendencia hacia lo caético (ilustracio-
nes 28 a 30).

De la descripcion fisica obtenida de las mode-
laciones, Modellus y C++, se nota como se des-
precian ciertas caracteristicas de la configura-
cién inicial del sistema. Un sistema dinamico
toma en cuenta todos los aspectos del sistema,
ya que, para su estudio, se consideran los mas
minimos detalles, movimientos y acciones para
efectuar los calculos, a diferencia de la meca-
nica newtoniana.

En cuanto a las gréficas se debe mencionar
que el aparente tratamiento que se le da al
sistema pareciera en algunos casos el de un
movimiento amortiguado, esto se debe quizas
a la modelacién y programacién empleada,
pues la energia del sistema siempre debe serla
misma, dado que es un sistema conservativo,
caso opuesto a lo que se muestra en las ilustra-
ciones, que no hay conservacion de la energia,
es decir, que es un sistema discipativo, puesto
que al estar modelado en funcién del tiempo
la energia no se conserva.
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ACERCA DE LA SERIE PRE-IMPRESOS

La serie Presimpresos Estudiantes es un proyecto de la
Facultad de Ciencia y Tecnologia (rcT) de la Universidad
Pedagdgica Nacional que divulga a través de la comuni-
cacion escrita la produccién intelectual de los autores,
destacando sus experiencias y reflexiones respecto de
los temas inherentes a sus campos disciplinares especi-
ficos y su ensefianza. Por tanto, configura un espacio de
visibilidad y reconocimiento publico del trabajo de los
maestros en formacién y en ejercicio adscritos a la Fc.

La escritura en el ambito de las ciencias
y la tecnologia

La comunicacion es un aspecto fundamental de los
procesos de cognicién que construye relaciones de
fuerza e identificacién entre las personas y define el
lugar de cada individuo en un grupo. Asi, toda relacién
social se funda en el intercambio de ideas, pues cuando
hablamos y escribimos también damos forma al mundo.
Por tanto, la conformacién de comunidades académicas
tiene un caracter social y comunicativo, proceso en el
que la palabra escrita contribuye a la socializacién de las
ideas; dado que, la comunicacién de la ciencia se realiza
en lengua natural.

(Qué es un PreeImpreso?

Los Pre<impresos son una publicacion previa que se
utiliza en las comunidades académicas para difundir el
trabajo de sus miembros, contribuir a la formacién de
futuros investigadores y apoyar la cualificacién de sus
procesos escriturales.

Origen

Este proyecto editorial también constituye un espacio
académico de formacién y cualificacién docente, que se
inspird en un trabajo similar que realiza el grupo Fisicay
Cultura del Departamento Fisica de la FcT, con trabajos de
profesores, desde principios de la década de 1990, con
el fin de promover la circulacién de las ideas de los pro-
fesores adscritos a este grupo de investigacion.

Objetivos

Presimpresos Estudiantes promueve el fortalecimiento
de la actividad académica en dos dimensiones; como
proceso de formacién escritural de los futuros maes-
tros de ciencias, matematica y tecnologia, y como inicia-
tiva editorial que se traduce en una publicacién seriada
que divulga la produccién intelectual de los estudiantes
de laFcr.

El caracter del proceso realizado y el acompafamiento
escritural que se brinda desde el proyecto hacen de
esta experiencia una actividad académica de formacién
docente, con proyeccién en la practica pedagogica e
investigativa que contribuye a:

+ Apoyar los fines misionales de la Universidad de
investigar, producir y difundir conocimiento pro-
fesional docente, educativo, pedagogico y didac-
tico, ademas de propiciar una interaccion con la
sociedad para aportar a la construccién de nacién.

+ Propiciar una mayor consciencia linguistica, al
poner de relieve la relacién entre ciencia y lenguaje
en el proceso de construccion textual, que requiere
el desarrollo de la capacidad discursiva y habilida-
des comunicativas.

+ Fortalecer la comunidad académica de la Facul-
tad, al visibilizar las lineas de trabajo de los gru-
pos de investigacion de las diferentes unidades
académicas.

Caracteristicas

Pre-Impresos Estudiantes es un proyecto institucional de
caracter extra curricular en el que pueden participar los
estudiantes de los diferentes programas de la Facultad
que quieran vincularse, ya sea, de manera individual o
en grupo. El proceso de acompanamiento que se brinda
exige compromiso y disciplina de los participantes, para
la cualificacién de su proceso escritural. Los temas a
trabajar pueden cobijar una amplia gama de aspectos
relacionados con las disciplinas —las ciencias, la mate-
matica, la tecnologia— y su ensefanza, asi como, con
la educacion en general, ya sean reflexiones de caracter
epistemoldgico o pedagdgico, entre otras posibilidades.

Se puede participar con un amplio tipo de formatos
de escritura, como por ejemplo: articulos, ponencias,
modulos didacticos, cartillas, ensayos, crénicas, expe-
riencias de aula, diarios, informes de investigacién, por
solo mencionar algunos. El proceso de elaboracién, edi-
cién y publicacion final de cada documento se ajusta
al tiempo requerido por los autores para culminar esta
labor. La publicaciéon se hace en forma de cuadernillos
monograficos en formato digital e impreso. La convoca-
toria es permanente.
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